LyciE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2023-2024

INTEGRATION

Epreuves orales

CCP MP (exercice 28)

-

1. La fonction z ~ est-elle intégrable sur ]2, +oo[ 7

x? -4
2. Soit a un réel strictement positif.
Inz
La fonction x » ———— est-elle intégrable sur ]0,+oo[ ?

V1+a2e
Mines-Télécom

10*
Déterminer la partie entiére de Z ——. (On pourra utiliser une comparaison série-intégrale.)
k=1

Mines-Télécom
+00
On admet que f e dt = \/—E
0

1. Montrer que f e dz en posant x =+ —Int.

m‘ff

w/2
2. Soit n € N*. Poser le changement de variable z = (cost)” dans l'intégrale w,, = / (cost)™dt.
0

1
3. Montrer que la suite de fonctions de terme général f, : t — ﬁ converge simple-
n(t=#m -1
1
ment vers la fonction t — ﬁ sur 0, 1[ et en déduire, grace au théoreme de convergence
-2In

. T
dominée, que w,, ~y/—.
2n

CCP MP (exercice 206)

+o00 1
Pour tout entier n > 1, on pose I, f ——dt
o (1+2)n

1. Justifier que [,, est bien définie pour tout n € N*.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,)nen+-
(b) Déterminer la limite de la suite (I,)nen+-

3. La série Y (-1)"1, est-elle convergente ?

4. Etablir une relation entre I,,,; et I,, et en déduire I, pour tout n € N*.

TPE/ CCP MP (exercice 19)

+00 x2
1. Montrer que f
0o e

+001
de=2) —
=225
+o00

1 1
2. Montrer que f elntdt =-) —.
0

= n.n!



@ Mines-Ponts (Intégrale de Gauss)

+00 6—x(1+t2)
Soit f défini - [
oit f définie par f(z) ; i

1. Déterminer le domaine de définition de f.

dt.

2. Montrer que f est continue sur R, et de classe €' sur R*.

3. En déduire f e~ du.
0

Centrale

Eléments de correction : COP MP (exercice 30)

+ 00
On admet que f e dt = g
0

+00
1. Soit p € N. Montrer que [, = f %" dt est bien définie et la calculer.
0

1
2. Donner la nature de —
;; (2p)!

+ 00
3. Calculer f cos(zt)e™ dt de deux maniéres différentes.
0

I,

Mines-Télécom, CCP MP (ezercice 50)

+00 672t

On considere la fonction F': x — / dt.
0

T+t
1. Prouver que F est définie et continue sur |0, +oo[.

2. Prouver que x —» xF(x) admet une limite en +oo et déterminer la valeur de cette limite.
En déduire un équivalent au voisinage de +oo de F(z).

(9] ccine

x
1. Montrer que g: z / e’ dt est de classe €1 sur R et déterminer sa dérivée.
0

2. Soit f(x,y) =exp(z? —y?) et F(x) = f f(x,t)de.
0
(a) Exprimer F' en fonction de g.
(b) Montrer que F est de classe € sur R et que pour tout z € R, F'(z) = f(z,x) + f g—f(x, t)dt.
0o Oz

3. Dans cette question, f désigne une fonction de classe €' sur R? a valeurs réelles.

Yy
Montrer que ¢ : (x,y) — / f(x,t)dt admet des dérivées partielles et les expliciter.
0

Centrale

e T @ dt
On étudie l'intégrale f(x) =

e 1463

1. Donner I’ensemble de définition de f.

2. Etudier f aux bornes de son ensemble de définition.
3. Etudier les variations de f.

Centrale

1 n

On pose : ¥n €N, u, = — et dt.
n! Jo

Montrer que la suite (uy, ),y converge.



CCINP
+00 S

nt
1. (a) Montrer que 'intégrale f t—dt converge pour « > 1.
1
L
(b) Montrer que l'intégrale f %dt converge.
0

+o00
(c) Montrer que 'intégrale / Tdt converge (on pourra faire une intégration par parties).
1

+00 t
Dans la suite, on note [ = / ﬂdt
+oo sm(taz)
2. Pour z ¢ R - f SIUT) .
our z € R, on pose p(x) 0 M1+

(a) Montrer que ¢ est bien définie sur R.
(b) Montrer que ¢ est de classe ¢! sur R et exprimer ¢’'(z) sour forme d’une intégrale.
(c) Calculer ¢'(0).

+00 82
3. On admet que ¢ est de classe €2 sur R et que pour tout x € R, ¢"(z) = f 8—{(m,t)dt ou
0 x

sin(tx)
: t — .
fe(@t) - t(1+1t2)
(a) Calculer ¢"(z) - ¢(z) en fonction de I pour tout x € R:.
(b) En déduire ¢(z) pour tout x € R.

(¢) Etudier la limite de ¢ en +oo0 et en déduire la valeur de 1.

- Centrale, CCINP
Soit f(x) = f o0 sm(xt)

1. Déterminer le domalne de définition D de f.

2. Montrer que [ est de classe €' sur D.
x

3. Montrer que pour tout z € D, f(z) = Z oL
n

4. Montrer que pour tout x € Dn]0, +oo[ et NeN ona:

N+1 N T
< ——d
./1 x2+y2 dy < Zx2+n2 /0 2 + 2 Y

En déduire la limite de f en +oo.

Centrale

1 & k
Soit f une fonction positive, continue et décroissante de ]0,1] dans R. On pose S, = — Z f (—)
n
1
Montrer que l'intégrale f f converge si et seulement si la suite (S,,) converge et dans ce cas, montrer
0

1
que lim Snzf f.
0

n—+oo



