Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (3)

EI Planche INP G

B Exercice majeur

Soit F I'ensemble des fonctions dérivables de ]0,+00[
dans R telles que :

Vxe€]0,+00[, f'(x)=f(Vx).

Soit G I'ensemble des fonctions dérivables de IR dans IR
telles que

VteR, g’(t)=etg(%).

1) Montrer que G est un IR-espace vectoriel.
Solution.
* G C 2(R,IR), qui est un R-e.v.;
e (x—0)€G, donc G #J;
* G est stable par combinaison linéaire :
soit 8,8, €G, a,pER, g:=ag, +p g».
Montrons que g € G. g est dérivable sur R et :
VeeR, g'(t)=(ag +pg) (t)
=ag(t)+p gy (t)
=ae'g (5)+Be g (5)
=ef ((agl +ﬂgz)(é))
=e'g(3).

2) a. Soit f € F. On pose g:t— f(e").
Montrer que g appartient a G.
Solution. exp:t — e' est dérivable sur IR, a valeurs

dans IR} ; f est dérivable sur IR} par hypothese, donc
g = f oexp est dérivable sur IR. Ensuite :

VieR, g'(t)= % (fle))=e' x f'(e") =e' x f (vVer)

=e' xf(e’?)=e' xg(3%).
On en déduit que g € G.

b. Soit g€ G. On pose f: x — g(Inx).
Montrer que f appartient a F.
Solution. Méme principe que la question précédente : In

est dérivable sur IR}, a valeurs dans R; g est dérivable
sur IR, donc f := g oln est dérivable sur IR?. De plus :

VxeR f)=o ( (Inx)) = 1 « ¢'(Inx)
- ; () (0 )
= f(v/x).
On en déduit que f € F.
3) Soit D_ a, t™ une série entiére de rayon de conver-
gencg>i(r)1fini et telle que ag =1.
oo

On suppose que g: t— >, a,t" appartient a G.
n=0

a. Montrer que :

n—1

VnelN*, na S
kzoz (n—l 31

Q

Solution. On traduit le fait que g’(t) = €' g(%) pour
tout t € IR a 'aide des développements en série entiére
de g et de 'exponentielle. Le DSE de g se dérive terme
a terme sur 'ouvert de convergence, ici IR tout entier.
Pour tout t € IR, ona:

(o] (oo} [ee] n

Znan t" = (Z %t”) x (Zan (%) )

n=1 n=0 n=0

() (50

Les deux séries entiéres impliquées sont de rayon de
convergence infini. Sur IR tout entier, le produit de leurs
sommes est donc la somme de leur produit de Cauchy :

oo n

—1 S 1 n

;nantn =HZ:(Z —m! x%)t
o 1 .
_Z(Z 2k (n— 1—k)!)t "

Par unicité du développement en série entiére, on peut
identifier les coefficients devant ¢"~! et obtenir :
n—1
a 1
VnelN, na,= L

£ 2k (n—1—k)!

2Tl

n!’
Solution. Montrons, par récurrence forte sur n € IN, les
propriétés :

b. Montrer que : VnelN, |a,|<

n

2
Hn):  a,|< -
n!

* Initialisation. Pour n = 0,0n a |ay| =1 < %—? donc
7(0) est vraie.

* Hérédité forte. Soit n € IN* tel que (k) est vraie
pour tout k € [0,n[ (c’est-a-dire pour tout k < n).
Montrons #(n). En utilisant la question précédente
et 'inégalité triangulaire :

PRISES 3 E S S, oS
" &2k (n—1—k)!
n—1
1 |ak| . . .
<= e 8g. t 1
0 2 1)1 (inég. triangulaire)
< 1 S 1 (#£(k) pour chaque k)
T n & ki(n—1—k)! P d
n—1
_ 1 (n—l)
n(n—1)! ; k
2n—1
=— (binéme de Newton)
n!
<z 1<2)
nl

#(n) est donc démontrée.
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4) On admet que toutes les fonctions de G sont
développables en série entiére sur IR.

a. Montrer que dim(G) = 1.

Solution. Posons g, la somme de la série en-

tiere Y. a, t" dont les coefficients sont définis par a, = 1
n=0
et la formule de récurrence forte de Q3a.

Nous allons montrer que G = Vect(g,).

* Montrons que g, € G : comme G est un espace vec-
toriel, cela prouvera que Vect(g,) C G.
La question Q3b permet de montrer que le rayon
de convergence de la série entiére définissant g, est
+00.
On en déduit que g, est définie et dérivable sur IR.
De plus, en remontant les déductions de Q3a, on
montre que g, € G.

* Montrons que G C Vect(g,). Prenons g € G. On a
admis que g était développable en série entiere sur IR :

notons . b, t" la série entiére de somme g.
n=0
En appliquant a g le raisonnement de Q3a, on montre

que la suite (b, ),> satisfait la méme relation de ré-
currence forte que (a,),>o-

On a manifestement b, = by x 1 = bya,. On en dé-
duit, par récurrence forte sur n € IN, que b, = by a,
pour tout n € IN.  Ceci conduit a :

VeeR, g(t)= > b, t"=b, » a,t"=byg(t).
n=0 n=0

En d’autres termes : g = b, g, donc g € Vect(g,).
Conclusion. On a prouvé que G = Vect(g,),
et comme g, # (t — 0), dim(G) =1.
b. Qu’en déduit-on concernant F?
Solution. On montre, comme pour G, que G est un sous-

espace vectoriel de Z(IR}, R).
La question Q2 montre que les applications :

d: F—G
fr—(t—f(eH)

sont des applications linéaires correctement définies.
On constate sans peine que :

et V:G—F
g*—»(x v—»g(lnx))

Vod=id, et doW¥=id,.

Cela prouve que ¥: G — F est un isomorphisme et
que ¥! = & Comme G est de dimension 1, F est
également de dimension 1. Plus précisément, puisque
G =Vect(gy) :

F = Vect (\P(go)) = Vect (x — go(lnx)) .

B Exercice mineur
Soit P(X) =X*+4.

1) Montrer que P n’est pas scindé sur IR.

Solution. Par définition, un polynéme scindé sur IR est un
polynéme non constant qui peut s’écrire comme produit de
polynémes du premier degré. Un tel polyndme admet né-
cessairement des racines réelles. Or :

VxeR, P(x)=x*+4=24>0,

donc P n’a pas de racines réelles : il n’est donc pas scindé
sur IR.

2) Factoriser P au maximum dans C[X ] et dans R[X].
Solution.

+ Dans C[X] : les racines complexes de P sont les com-
plexes z tels que z* = —4 : ce sont les racines quatriémes
complexes de —4.

Sous forme exponentielle, on a —4 = 4e'", ce qui donne
une premiére racine quatrieme :

Zo = VA4e™t = V274 =1 41,

On les obtient toutes en la multipliant par les racines qua-
triemes de l'unité : 1, i, —1, —i.
On obtient :

Zo=1+1, 2z, =—1+41i, 2,=—1-—1, z3=1-1.

Comme le polynoéme P est unitaire de degré 4, il se facto-
rise :

PX)=X—-1-D)X+1-1D)X+1+i)X—1+1i).
+ Dans IR[X] : 1* méthode, a partir de la décomposition
dans C[X].

On reprend la factorisation précédente ot 'on apparie les
facteurs correspondant a des racines conjuguées :

PX)=(X—-1-DX—-1+1)
x (X +1-DX+1+1))
= (X*—2Re(1 +DX +|1+i*)
x (X*—2Re(—1+D)X +|-1+i/*)
=X?-2X+2)(X%+2X +2).

+ Dans IR[X] : 2¢ méthode, adaptée aux polynémes bicar-
rés.
Les termes X* et 4 figurent dans le développement de
I'identité remarquable (X2 +2)?, mais il manque le double
produit :

Xta=(x2)"+22=(x*+2)" —4x>
= (x?+2)" - (2x)’
=(X?—2X +2)(X*+2X +2).

Les deux facteurs obtenus sont de discriminant
A = —4 < 0 donc ne sont pas factorisables davantage
dans IR[X].

Planche INP H

B Exercice majeur
Pour toute matrice M de #4(C), on pose :

||M||oo=max{|mi,j|;1<i’j<d}.

On considére la matrice :

1 2 3
A=|0 1 -1
0 0 1

1) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Solution. La matrice A est triangulaire, donc son spectre se
lit sur sa diagonale : Sp(A) = {1}.

Par I’absurde, si A était diagonalisable, il existerait une ma-
trice P € GL5(IR) telle que :

A=P diag(1,1,1) P! =1,.

Comme A # I;, A n’est pas diagonalisable.
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2) On pose N :=A—15.

Calculer N2, puis les autres puissances de N.
Solution. Calculons les puissances de N :

2

0 2 3 0 0 —2 0 0 0
0 0 -1|=|0 o0 0], N*=[0 0 0],
00 0 00 0 0 0 0

puis, par une récurrence sur n € [3,00[, N k = 0, pour tout
k= 3.

3) Déterminer la limite de ||A"||o, quand n tend

vers +09Q.

Solution. On part de A = I; + N. Comme I; et N com-
mutent, on peut appliquer la formule du binéme de Newton :
pour tout n € IN tel que n = 2,

A= +N)'=> (Z) Nk

k=0
n(n—1
=13+nN+¥N2+03+...+03
1 2n 3n—n(n—1)
= 0 1 —n
0 0 1

La norme de cette matrice est minorée par la valeur absolue
de son coefficient d’indice (1,2) :
VnelN, ||A"|lx=|2n|=2n.
Comme 2n —— 400, par théoréme de comparaison :
n—oQ

A" loo —— +o00.
n—oo

4) Vérifier que || - ||oo est une norme sur #;(C).

Solution.
* || - || est bien définie, de .#,;(C) dans IR;

% Séparation. Soit M = (m;;) € .#,(C) telle que
|M |l =0. Alors:

Vi,je[Ld], 0<|my;|<[Mllo=0 dott m;;=0.

Ainsi M = 0,.
* Homogénéité. Soit M = (m;;) € #,(C) et a € C.
Alors :
[|aM ||o = max {|ami’j |}

1<i,j<d

max {lal|m|}

car |a|=0
et indép. de (i, j)

laf. max {|m;,|}

=lal. IM|le -

x Inégalité triangulaire.
My(C). Ona:

Soit M = (m, ;) et N = (n; ;) de

|M+N o = 12}?2(1{‘"1@1 +n;; |}
Or, pour tout i,j € [1,d] :
ey + ey | < s [+ [y | S UM oo + 1IN oo
On en déduit que :

majorant indépendant de (i, j).

IM+Nlloo <Moo +IIN lloo -

3)

6)

Pour tout couple (M,N) de matrices

de #;(C), prouver la majoration :
IMNloo Sd X [|M|loo X [IN[lco -

Solution. Soit M = (m,;) et N = (n;;) deux matrices de
M4(C). Notons M N = (p; ;). Par définition :

||MN||°°=max{|pi’j|;1<i,j<d}.

Pour majorer || M N ||o,, on majore les éléments de cet en-
semble : pour tout (i,j) € [1,d]* :

d d
< | migenig | = 2 [ mug| |-
k=1 k=1

d
|pi,j | = ' Z My g My 5
k=1

or: Yke[Ld], [my| <Ml et |n]| <INl
En sommant les inégalités :

d
| P | <k§ Moo INlloo =d [|M|le IN lloo,

indépendant de (i, j)
SN L = <
dott: [|[MN [|s 1233§d|pu | <d Mo IN Nl

On suppose que M est diagonalisable et possede
au moins une valeur propre de module strictement
supérieur a 1.

Déterminer la limite de ||M"||oc quand n tend
vers +00.

Solution. Soit D € 9,(C) et P € GLy(C) telles que
M=PDP™!,
De facon classique, on montre que :

YnelN, M"=PD"P L

De plus, D" contient sur sa diagonale un terme A" ot | A| > 1.

On en déduit que ||D" || = |A]",

et puisque | A|" —— 400, par théoréme de comparaison :
n—oQo

D" [lo —— +o0.
n—o0

En utilisant Q5, on peut minorer la norme de M™ :
VnelN, D"=p'M"P
donc D" [loo =||P~ x M" x P,
<d [P 1M" oo 1P lloo -

Soulignons que || p! ||°<> # 0 et que ||P||o # O, sinon les
matrices P! et P seraient nulles, donc non inversibles. On
obtient :

1

IM" oo 2 57—
a2 [P oo [P lloo

10" lloo -
Encore une fois par le théoreme de comparaison pour les li-
mites :
M |looc —— +o0o.
n—oo

B Exercice mineur

Soit E I'ensemble des fonctions continues sur [O,%].
On pose :

/2
Vf,g €E, (f,g)=f f(t)g(t)de.
0

1) Montrer que E est un espace préhilbertien réel.

Solution. 1l s’agit de justifier que ¢ := (-, -) est un produit
scalaire sur E :

* ¢: E x E — R (les intégrales ne sont pas généralisées)
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* ¢ est symétrique car le produit de réels est commutatif;

% ¢ est linéaire a gauche car I'intégration est linéaire; ¢
est par conséquent bilinéaire ;

% ¢ est positive grace a la positivité de I'intégrale;

* Montrons qu'elle est définie positive : supposons
¢(f,f) =0. Alors f? est d'intégrale nulle sur [0,7/2]
alors que cest une fonction continue et positive. On
en déduit que f? est identiquement nulle sur [0, 7/2]
(stricte positivité de I'intégrale), donc que f l'est aussi.

2) Calculer || cos||?.
/2
Solution. ||cos|* = (cos, cos) = J cos?(t)dt
0

. /2
t sin(2t
_+L]

2 2 4

/2
1+4cos(2t
#dt:[
0 0
s

= 4.
3) Orthonormaliser la famille (sin, cos).
Solution.

* On montre de la méme facon que ||sin||* = I
Calculons {cos, sin) :

/2 1 /2
(cos, sin) = J cos(t) sin(t)dt = 5 J sin(2t)dt
0 0
1 KEE|
=[] =5 [-n+1]
* On orthogonalise la famille (sin, cos).
On redresse la fonction cos en posant :
fHi= COS—M sin = cos —— sin,
Isin”|

16 8
; 2 2 2 .
puis [Lfy II° = lcos|I”+ — llsin I — - (cos, sin)

T 4 8

n
T4 o 4
Conclusion. La famille

— 2 — [_a 4
(go = =sin, g =4/ 7 (cos—2 sm))

est orthonormée.

Planche INP |

m Exercice majeur

i_n2—16
n 4m

Pour tout n€ N, on note I, = [nm—%, nn+ % [.
On définit la fonction f: x ~— tan(x) — x sur la
réunion des I,,.

1) Donner le développement limité a I'ordre 3 en 0 de
la fonction tangente.

Solution. tan(x)=x+ 3 x° + o(x?).

x—0
2) Pour tout n € IN, montrer que [I'équa-
tion f(x) = 0 possede une unique solution
dans I,,.
On notera x, cette solution dans la suite de
I’exercice.

Solution. Fixons n € IN. La fonction f : x — tan(x) — x est
dérivable sur I, oul'on a:

Vxel,, f'(x)=1+tan*(x)—1=tan*(x)>0

avec une seule annulation en x, = n .

La fonction f est donc strictement croissante sur I, ou elle
est continue.

Par le théoreme de la bijection monotone, f est bijective de
lintervalle I, dans l'intervalle :

] f[=1-00,+00[ =R.

Puisque 0 € R, I’équation f(x) = 0 admet une unique solu-

im f, lim
(nm—n/2)+ (nm+m/2)~

tion dans I,,.

3) Montrer que x,, ~ nm.
n—oo

Solution. Par définition de x,, :
b m
VnelN, nn—g <x,<nm+ e

Puisque nm—5 ~ nmetque nw+5 ~ nm,
n—oo n—oo

par le théoreme des gendarmes pour les équiva-

lents: x, ~ nm.
n—oo

Pour tout n € IN, on pose y,=x,—n.
4) Pour tout n € IN, montrer I'égalité :
¥, = arctan(x,,).
En déduire lim (y,).
n—,oo
Solution.
* Puisque x, €I,,, y, € ]—"/2,7/2[. De plus :

tan(y,) = tan(x,, —n ) = tan(x,) = x,.

Ces deux résultats prouventque: VYn <IN, y, = arctan(x,).

* Puisque x, N M Xy +00, et par composition

de limites :
o
y, = arctan(x,) e 3
5) Montrer que :
T i
tan(yn—i) Yn— 3.

n—-oo

Solution. D’aprées Q4, y, —— 0
n—oo

et comme tanx ~ X, par changement de variable dans
—0

X

I'équivalent :

tan(y, — 2) S Ya— 3
6) En déduire un développement asymptotique de la
forme :
T a 1
Yp=—+—4+o0(—].
2 n n
Solution.  Cherchons maintenant un équivalent de
tan(y, — %) en nous ramenant a x,, dont on connait un
équivalent :
B T i
tan(yn—g)ztan(xn—mr—g) =tan(xn—5)
1 1
tan(x,) X, noo°  ng’
do - T ¢ ( rr) 1
ol y,—o v an(ya—g ) v T
()
=——+of =)
nm n
n—oo
Finalement :
T 1 (1)
a=———+0|—|
2 nm n
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7) Obtenir un développement asymptotique de la
forme :
m a b 1
yn:§+g+§+0(§).

Solution. A ce stade, nous avons prouvé que :

s 1 1
X,=nn+y,=nn+_—-——+o|— |
2 nm n
n—oo
Pour affiner ce résultat, posons :
1
YnelN, z,=x,—nn——+—,
" " 2 nn

T 1 1
desorteque: x,=nm+—-——+z, etz, =ol —|.
2 nrm n
Le but est d’obtenir un équivalent de z,.
On part de I'équation définissant x,, :

tan(x,) = x, donc :
T 1 T 1
tan| nn+-——+z, |=nn+ - ——+2,.
2 nm 2 nm
Le premier membre se réécrit :

T 1
tan|nmt+ —— —

1 1
+ —_ — = .
2 nm Zn) tan (—ﬁ +zn) tan(L —2,

nm
Nous en retiendrons, en passant a l'inverse :
1 1
tan (— —z, | = . ()
T 1 1
nm nm+§—as+o(3)

On effectue un développement asymptotique de chacun des

. 1
deux membres jusqu’aux termes en —.
L'argument de la tangente tendant vers O, on peut utiliser le
DL, de tangente :

1 1
tan(ﬁ—zn)z(E—zn)+o((#—zn)2)
el
Y nz)’

ol l'on a utilisé que z, = o (%) De l'autre coté, on factorise

par nt au dénominateur et on utilise un DL, de x — % :
1

nt+2—-L+40(2)

1
n
1 1 1 A
=—(l+————=+0(%
nn( 2n n2m? (”2))

1 1 7!
—E(1+ﬂ+o(;))
L ST SN
T nm (1 2n+0("))
1 __1 l)
T nm 27mn2 nz )’

Légalité (x) devient donc :

1 + (1) 1 1 + (1)
— —z 4o| = |=—— o| =
nmt " n2 nn  2mn? n2
1 1
donc 2, = +o(—).
21 n? n2

. s 1 1 1
Conclusion. x,=nm+—-——+ +o| —|.
2 7mn 2mn?

B Exercice mineur

2a
—4
A quelle condition sur a la matrice M possede-t-
elle deux valeurs propres réelles distinctes ?

1)SoitM=( Cll)oﬂaelR.

Solution. Les valeurs propres de M sont données par son
polyndme caractéristique :

Ay =X%—tr(M)X + det(M)
=X?-3aX +(2a%+4).

Son discriminant vaut : A = (3a)*—4(2a®+4) =a%—16.
On déduit :

M a deux valeurs propres réelles distinctes
= A>0 <= a*-16>0 < a*>16
= |a|>4.

-4 Z
Quelle est la probabilité que M possede deux
valeurs propres réelles distinctes? soit diagonali-
sable?

Solution.

2) Soit Z — 2(1). On pose M = (22 1).

* En utilisant la question précédente :

M (w) a deux valeurs propres réelles distinctes
= |Z(w)]|>4 <= Z(w)>4

car Z ne prend que des valeurs positives.
En notant AI'événement « M a deux valeurs propres réelles
distinctes » :

4
PA)=P(Z>4)=1-P(Z<4)=1->.P(Z=k)
k=0
=l—e?(1+1+5+1+2%)
=1-S (24+24+12+4+1)

* Voyons a quelle condition sur Z(w) la matrice M(w) est
diagonalisable (dans IR[X]) :

— Si M(w) a deux valeurs propres distinctes, alors
elle est diagonalisable ;

— Si M(w) n’a pas de valeur propre réelle, alors elle
n’est pas diagonalisable;

— Si M(w) a une valeur propre réelle double : si elle
était diagonalisable, elle serait semblable a un multiple
de I'identité, et serait finalement égale a cette matrice :
ce n'est pas le cas a cause du coefficient 1 de M(w).

Ainsi: M(w) est diagonalisable si et seulement si M(w)

a deux valeurs propres réelles distinctes.

el La probabilité que cela se produise est P(A), obtenue a la
=In question précédente.
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