Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (4)

[» 1] Planche INP J

m Exercice majeur
Soit un entier g = 2 et

Q=gX1— (X9 +X92 4. +1).
On pose R=(X—1) xQ.
1) Montrer que 1 est racine de Q.
Montrer que : R=¢X9*"'—(g+1)X9+1.
-1
Solution. Tout d’abord : Q(1)=q— qz 1=q—q=0.
k=0
Ensuite: R(X)=(X-1)xQ
q—1
=X-1)xgX?'—(X—-1) Y. x*
= (qX™" X~ (X7~ 1)
=gX™ —(q+1)XI +1.
2) Soit z une racine complexe de Q.

On admet pour les questions 2 3 4 que si |z| =1,
alors z =1.

qg—1
a. Montrer que : ¢ |z]7< ] E
k=0
q—1
Solution. Puisque Q(z) =0, qz?= ). zk.
k=0

En prenant le module de part et d’autre et en utilisant
l'inégalité triangulaire pour les nombres complexes :

q—1 . q—1 . q—1 X
qlzl'=|>z <Z|z|=2|z|.
k=0 k=0 k=0

b. Montrer que si z # 1, alors |z]| < 1.

(Indication : raisonner par I'absurde)

Solution. Supposons que z # 1. Par absurde, suppo-

sons que |z | = 1.

— lercas:si|z|=1.
D’apres la propriété admise, on aurait z = 1 alors
qu’on a supposé que z # 1.

— 2ecas:si|z|>1.
La suite géométrique (Iz |k)keIN est strictement
croissante. Ainsi, pour tout k € [0,q—1],
|z|¥ < |z|%. On en tire :

-1 q-1

k
Dzl <Dzl =qlzl".
k=0 k=0

Ceci contredit le résultat de Q2a.
On arrive a une contradiction dans tous les cas :
c’est donc que |z < 1.

3) a. Factoriser R” en produit de polynémes irréduc-
tibles.
Solution. Ona: R =(qX"'—(q+1)x%+1)
=q(@+1X?—(g+1)gx*"
=q(g+1)X' (X —1).

b.

C.

Montrer que 1 est racine double de R.
Montrer que les autres racines de R sont
simples.

Solution.

* Un complexe a est racine double de R si et seulement
si Rla)=R'(a)=0etR"(a) #0.
1l est évident que R(1) =R’(1) =0.
Calculons R” :

R"=(q(qg+1)(x¢ —Xq_l))/
=q(g+1) (¢x7"' = (¢g—1)Xx?)
=q(g+1)x"? (¢X—(¢— 1),

donc R’(1)=q(qg+1) (q —(q— 1))
=q(g+1)#0.

* Les éventuelles racines multiples de R annulent R'.
Or, d’aprés la question précédente, les racines de R’
sont exactement O et 1.

Nous venons de voir que 1 était racine double de R;
quant a 0, il n’est pas racine de R.

Ainsi, R n’a pas d’autre racine multiple que 1; toutes
les autres racines de R sont donc simples.

Conclure quant a la multiplicité des racines
de Q.

Solution. Puisque R = (X —1) xQ, le polyndéme Q a les
mémes racines que R avec le méme ordre de multiplicité,
sauf pour 1.

Comme 1 est racine double de R, 1 est racine simple
de Q; les autres racines de R sont toutes simples, et ce
sont également des racines simples de Q.

Conclusion. Toutes les racines de Q sont simples.

4) Soit Ae #,(C) telle que Q(A) =0,,.

a.

Montrer que A est diagonalisable.

Solution. Dans C[X], Q est un polynéme scindé (théo-
reme de d’Alembert-Gauss), et nous venons de voir que
toutes les racines de Q était simples.

Puisque la matrice A admet un polynéme annulateur

scindé a racines simples sur C, Aest diagonalisable sur C.

Déterminer, aprés en avoir montré |'existence,
la nature géométrique de la limite de la
suite (Ak)kelN-

Solution. De plus, les valeurs propres de A se trouvent
parmi les racines de Q.

D’aprés Q2, ces racines sont : 1 d’une part, et des com-
plexes de module strictement plus petit que 1 d’autre
part.

Diagonalisons la matrice Q : il existe A,..., A, € Sp(A)
et P € GL,(C) telles que

A=P diag(A,,...,A,) P!
dou VkelN, A*=P diag(A%,...,A5) P
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< 1ercas : si |Aj | < 1 pour tout j.
En raisonnant par coordonnées :

diag()t’f,...,)k’;) - diag(0,...,0) =0,.

De plus, I'application M — P M P! est linéaire sur
l'espace #,(C), qui est de dimension finie : elle est
donc automatiquement continue.

On en déduit que :

P diag(Af,...,A5) P! —— PO, Pl=0,

cad A —— 0,
k— o0

< 2¢cas : si certains des A; valent 1.
Quitte a réordonner les valeurs propres et les co-
lonnes de P, on peut suppose que A; =---=A1;=1
etque A; #1 quand j > d.
En raisonnant comme dans le cas précédent, on ob-
tient cette fois :

diag(1,...,1 A’;H,...,A’;)

k—) diag(1,...,1,0,...,0)

puis A* —P diag(1,...,1,0,...,0) P71,
— 00

matrice L

Considérons I'endomorphisme f de C" canonique-

ment associé a la matrice L.

11 est diagonalisable, de spectre {0, 1}.

Cela permet de montrer que f2 = f, donc que f est

un projecteur. Plus précisément, il s’agit du projec-

teur : sur F := E;(f) = E,(L),
parallelement a G := Ey(f) = Ey(L).

Les sous-espaces propres de L sont engendrés par les

colonnes de P; si on les note Cy,...,C, :

F =Vect(Cy,...,C;) et G =Vect(Cyiq,--.,Cp).

5) Soit 2z une racine complexe de Q.

Montrer que si |z| =1, alors z =1.

Solution. Supposons que |z| = 1 et examinons l'inéga-
lité de Q2a. Les deux membres sont égaux a g, donc nous
sommes dans le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire pour
les nombres complexes.

Cette situation ne peut se produire que si tous les termes de
la somme (les z* pour k € [0, ¢ — 1])) partagent un méme ar-
gument : il existe 6, € IR tel que, pour tout k € [0, ¢—1],
zk = |z*| e® = e®. En prenant k = 0 et k = 1, on obtient

1=¢% =2,

Remarque. Je ne sais pas si le cas d’égalité pour cette inégalité
triangulaire est tout a fait au programme. Vous pouvez le dé-
montrer, par récurrence sur n € IN*, 'énoncé #(n) suivant :

« i Z1seees

2)

donc la fonction intégrée est prolongeable par continuité. En
notant f ce prolongement par continuité, on a :

J Mdt:f f(t)de,
0 t 0

ol la deuxiéme intégrale porte sur un segment. Cette fonc-
tion f se développe en série entiére sur |—1,1[ :

( 1)n $2n+1 el (_1)n t2n
fo= Z 2n+1 _HZ(; 2n+1 °

n=0

Vte]-1,1[,
La convergence de cette série entiére est normale sur tout seg-
ment inclus dans son ouvert de convergence. Pour nous, le

segment [0, x]/[x,0] est inclus dans ]—1,1[, donc on peut
intervertir ), et [ :

X n ¢+2n e Y] X
J f(t)dtzf Z(zrll)thl t=Z;ni)1f 2 dt
Z ( 1) 2n+1
(2n+1)2 '

Montrer que :

1arctan(t) > 1
JO =2V G

n=0

Solution. On fait tendre x vers 1~ dans le résultat précé-
dent :

% La fonction f est continue sur IR, donc :

J f(t)dt—»j f(t)dtzf arctan(t) 4
0 x—1~ 0 0 t

1) x 2n+1

=
+ Notons S la somme de la série entiere Z Ty
n=

1) x*

W pour tout n € IN.

et posons f,: x —
Sur le segment [0,1], on montre sans difficulté que :
1 1
IR = o~ —,
(2n+1)2 nooo 4n

ce qui prouve la convergence normale de Y. f, sur [0,1].
n=0
On en déduit que S est définie et continue sur [0,1].

Ainsi :

_ 0 (_1)nx2n+1 ) (_1)n
S(x) = HZ:(; (2n+1)2  x-1- ; (2n+1)2"

Par unicité de la limite, on en déduit que :

arctan(t) (=1)"
L t de _Z (2n+1)?°

Planche INP K

B Exercice majeur

z, € Cvérifient |30z | = D, 1%, alors il
existe 0, € R tel que, pour tout k € [1,n] : z=|z| el%. »

B Exercice mineur 1) Donner le développement en série entiére de
1

1) Pour tout x € ]—1,1[, montrer que :

J arctan( t) x2n+l
0

— )
1+x

n Solution. Vxe€]-1,1[, =Z(—1)”x”
Z( V' e w0

2) On pose, pour tout r réel :

. . . +00 r—1
Solution. Fixons x € ]—1,1[. La fonction t — est X d
c.p.m. sur ]0,x]/[x,0[. En O, w ~i=1 — 1, s(r) = o 1+x X

t—0*

arctan(t)
t
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a. Déterminer le domaine 2 de définition de s.
Solution Soit r € R quelconque. La fonction
fr1x = 5 estc.p.m. sur ]0,+00o[ (attention! I'expo-
sant r — 1 peut étre négatif, donc il faut exclure 0 dans le
cas général).

1
° + . ~
En 0" : fr(x) foviliven et pov

=0,

donc fo f, est de méme nature que lintégrale de
. 1 . .
Riemann f 0 )ﬁ—’,‘, : elle converge si et seulement si
1—r<1, soitr>0;
1 1

~ et
x—+00 x2-T x2-r

* En+oo: f.(x) =0

b
+0oo A 5 7
donc fl f, est de méme nature que l'intégrale de

Riemann fl xz -
2—r>1, soitr <1.

: elle converge si et seulement si

Conclusion. Lintégrale définissant s(r) converge si et
seulementsi 0 <r <1, donc2=1]10,1[.

4

Montrer, par un changement de variable, que
pour tout r € 9 :

+oo -1 L
X t
J dx = J de.
1 1+x o 1+t
Solution. Effectuons le changement de variable x = ;.

C’est un changement de variable usuel, donc légitime,
pour lequel :

1
dx:—t—zdt et quand x =1, t=1;

quand x — 400, t—0".

Comme l'intégrale de départ est convergente, on peut ef-
fectuer le changement de variable :

+o0 .4 0 (7 yr—1 1
, 1+x L 1+ t
1 1-r
t
[
o 2+t
1
t*r
- [ e
o t+1

3) L'objet de cette question est le calcul de s(r) pour
tout r € 2.

a. Etant donné a > —1, on pose pour tout n € IN :

f Z (—1)k e+,
0

k=n+1

Montrer que pour tout n € IN* et
tout t €[0,1[, on a:

=)
Z (_1)k tk+a <t

k=n+1

En déduire que (u,) converge vers 0.
Solution.
e Fixonsa>—lette<[0,1[.
La série D (—1)" t"** vérifie les hypothéses du CSSA :

n=1

1) la série est alternée car t"** > 0 pour tout n = 1;

b. En déduire la valeur de

2) (t"*%),>; est une suite géométrique de raison
t €[0,1[ : elle tend vers 0 en décroissant.

Cette série est donc convergente, et la valeur abso-

lue |R, | de ses restes est majorée par la valeur abso-

lue |u,,,4 | de leur premier terme :

i (_1)k tk+a

k=n+1

Vnz

< |(_1)n+l gnHlta

— tn+1+a
— tn X t1+a

Comme 1+a>0etquete[0,1],
onat'** < t%=1, et finalement :

i (_1)k tk+a

k=n+1

<t

[ee]
* On admet que la fonction f:t— >, (—1)Ftk*® est
c.p.m. sur [0,1[. k=n+1
Onvient de voirque : VYt €[0,1[, |f(t)|<¢t"
Comme t — t" est intégrable sur [0,1[, f l'est aussi
et par I'inégalité triangulaire :

J f(t)de <J | £(t)] dt.
0 0

Grace maintenant a la croissance de l'intégrale :

1 1 1
t)| dt < t"det = .
fo £ ()] JO —

Finalement :

lu, | =

Yn=z1, |u,|<——,
- ! r‘I\n+1

ce qui prouve que u, —— 0 par le théoréme des
n—oo
gendarmes.

dt sous la

forme d'une somme de série, puis celle de s(r).
Solution.
* Fixons pour l'instant n € IN*.
On développe en série entiere t — ﬁ et on met de
cOté les n premiers termes du développement :

1_+tdt_L Z:(—l)"tk*“dt
f (Z( 1)k k+a+ Z( 1)k k+a)
0

k=n+1

0

puis, par linéarité de l'intégrale sur ]0,1[ :

s Zf (—1)¢ k*ddt+f D1k ede
0 0 0

k=n+1
(-1
=>» ————+u,.
Zk+a+1 Un

Faisons maintenant tendre n vers 'infini : on sait que
u, — 0, et comme le membre de gauche reste fixe,
les sommes partielles de la série alternées convergent
(on peut aussi le voir par le CSSA). Finalement :

(=1 o (1)
0=y — .
Jo 1+t Zk+a+1+ kz(;k+1+a
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e Pourr€]0,1[, onadonc:
+oo erl
s(r)= dx
0 1+x
1 r—1 +oo r—1
b'e X
= dx + dx
o 1+x 1 1+x
1 erl 1 tfr
= dx + de.
o 1+x o 1+t

Puisque r—1>—1 et —r > —1, lerésultat ci-dessus
s’applique :

N D S (=D
S(r)_z k+1+(r—1)+z k+1—r

k=0 k=0
= 1 1

= —1)k +—.
;( ) (k+r k+1—r)

B Exercice mineur

Soit E un espace euclidien, g € O(E) et f = g —idj.

is
1) Montrer que Im(f) C (Ker(f)) .
Y a-t-il égalité?
Solution.
* Soit x € Im(f) : il existe x, € E tel que :
x = f(x0) = g(x0) — xo.
Montrons que x € (Ker(f))l. Soit y € Ker(f); alors :

(x]y)=(glx0)—x0]|¥)
=(g(x0) | ¥)—(x0 | ¥)
(8(xo) | ¥)—(8(x0) | 8(¥)) car g € O(E);
=(g(x0) | ¥y —g(¥))
=—(g(x0) | f ()

=—<g(x0) | 0E>
=0.

car f = g —idg;
car y € Ker(f);
* On vient de montrer que Im(f) C (Ker(f))l.

De plus, comme E est de dimension finie, par le théoreme
du rang :

dim ( Irn(f)) = dim(E) — dim ( Ker(f))
=dim (( Ker(f))l) .
Ceci prouve que Im(f) = ( Ker(f))L.

2) Montrer que :
1 n—1
1 k
Vx€E, " kZ:(:)g (x) —— p(x),

ou p est la projection orthogonale sur Ker(g—idg).

Solution. La question précédente prouve que Im(f) et
Ker(f) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Prenons x € E : il se décompose x = y + z pour un certain
yeIm(f)etzeKer(f). Alors:

n—1 n—1
1 1
Vnel:, =D gx)==> gky+x2)
n k=0 n k=0
1 n—1 1 n—1
== >+ > g .
n k=0 n k=0

Etudions chacun des deux termes :

% Puisque y € Im(f), il existe y, € E tel que
¥ = f (%) = g(xy) — X,. De ce fait :

1 n—1 1 n—1
=285 0=~ > 18" (g(x0) ~x)
k=0 k=0
1 n—1
== 2 (8" (o)~ g" (o)
k=0
= % 8"(x0) —xo) 5 (télescopage)
1 &5 1
H =8 H == (&"(x0)—Xo)
n P n
1
<< (Ig"x) I +1Ixoll) (T
< M. (car g € O(E))

Puisque 2 || x, || /n — 0 quand n — oo, par le théoréme
1 & E

d’encadrement : — ng(y) — 0.
n k70 n—oo

* Comme z € Ker(f), f(z) =0, donc g(z) ==.
On montre par récurrence que g“(z) = z pour tout entier

ke IN. Alors:
n—1 1 n—1 E
—ng(z)—— g=g —> g
k=0 i nmee

Conclusion. Par somme de limites :
-1
1< E
- ng(x) — 0 +2z=2.
n k=0 n—oQ

Le vecteur z est le projecté orthogonal sur Ker(g) = Ker(f —idg).

Planche INP L

m Exercice majeur

Soit E un IR-espace vectoriel de dimension finie, f un
endomorphisme non nul tel que f2+f =0 et 0 est
valeur propre de f.

Im(f2) c Im(f).
Solution. Soit x € Im(f2) : il existe x, € E tel que
x=f%(x,). Maisalors: x=f(f(x,))€Im(f).

2) Montrer que : Im(f) C Ker(f2 +idg)
et que : Im(f2+idg) C Ker(f).

Solution.

1) Montrer que :

* Soit x € Im(f) : il existe x, € E tel que x = f(x,).
Montrons que x € Ker(f2 +id;) :
(f? +idp)(x) = f2(x) + x
=f? (f(xo)) + £ (x)
= (f*+ £)(x0)
=0(x0)
=0,.
e Soit x € Im(f? + id;) : il existe x, € E tel que
x = f2(xq) + Xo-
Montrons que x € Ker(f) :
f)=f (fz(x0)+x0)
= (> +£)(x0)
=0(x,)
=0,.
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3) Montrer que : E =Ker(f) @ Im(f).
Solution.
* Comme E est de dimension finie, par le théoréme du
rang :

dim ( Ker(f)) + dim ( Im(f)) = dim(E).

* Montrons que Ker(f)NIm(f)={0g}.
Linclusion D est immédiate; pour I'inclusion C, prenons
x € Ker(f) N Im(f).
Puisque x € Im(f), il existe x, € E tel que x = f(x,).
Puisque x € Ker(f), f2(x,) = f(x) = 0.
Comme f est linéaire, f3(x,)= f(0z)= 0.
Mais f3=—f, donc: —f(x,) =0, —x =04
et finalement x = 0.

Les espaces Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires dans E.

On considere I'application g: Im(f) — Im(f)
x — f(x).
4) Montrer que g2 = —idim(f)-
Solution.

Remarque. Lendomorphisme g est Uendomorphisme induit
par f sur Im(f). Il est correctement défini car Im(f) est stable
par f.

Montrons que g2 = —idymf)-

Prenons x € Im(f) : il existe x, € E tel que x = f(x,).
Alors :

g2() = F2(x) = f3(xg) = —f (xo) = —x
= _ldIm(f)(x)

5) On suppose que dim(E) = 3.
Montrer qu'il existe une base % de E telle que

0 0 O
mat(f)=10 0 -1
? 01 0
Solution. On procede par analyse-synthése :
+ Analyse. Si une telle base B = (e}, ey e;)
existe, nécessairement : e; € Ker(f), e; = f(e,) et

f(e3) =—e,, ce qui montrer que e,, e; € Im(f).
Comme e, e,, e; forment une base de E, ils sont tous non
nuls.

x Synthese. Construisons 3 vecteurs e;,e;e; qui
conviennent.
Prenons un vecteur e; non nul dans Ker(f) : un tel vec-
teur est un vecteur propre de f pour la valeur propre 0,
et il en existe par hypothese.
Prenons un vecteur e, non nul dans Im(f) : mon-
trons que c'est possible par l'absurde. Si ce n’était
pas le cas, on aurait Im(f) = {0;}; mais comme
E = Ker(f) ® Im(f), cela entrainerait Ker(f) = E, donc
f serait 'endomorphisme nul, ce qui contredit 'énoncé.
Reste a poser e; := f(e,), vérifier que B = (e, e,,e3)
est une base de E et que la matrice de f dans cette base
est la bonne.
On a évidemment f (e;) = 0y et f(e,) =es.
Puisque e, € Im(f) :

fes) =f2(62) = gz(ez) = —€3.
Montrons que £ est libre : soit a, 3,7 € R tels que
ae, + e, +ve;=0;.
~— ——
Ker(f) Im(f)

Comme la somme Ker(f) + Im(f) est directe :
ae,=0; et Pe,+yes =0

Comme e; # 0, a=0.
Ona: fey+7vf(e) =0
donc en appliquant f, ff(ey)—ye;, =0p:

{ Bey+vf(e) =0g
—res+ B f(ey) =0p.

BL,—yL,donne: (B2+7y2)e,=0;.

Puisque e, # Oy, c’est que 3% +7y%=0.

Une somme de termes positifs est nulle seulement si tous
ses termes sont nuls,

donc 32=92=0, puis f =7y =0.

La famille % est bien libre.

Comme Card(%) = 3 = dim(E), c’est une base de E, et :

0 0 O
mat (f)=10 0 -1
(e1,e2,€3) 0o 1 0

B Exercice mineur

1
Soit [ = Mdt.
0 1+t2

1) Justifier I'existence de I.
In(t)

1+t2
En 0% : f(t) ~ In(t) et comme t — In(t) est intégrable

Solution. La fonction f: t — est c.p.m. sur ]0,1].

sur ]10,1], la fonction f l'est aussi.
L'intégrale I est absolument convergente, donc convergente.

(_1)n—1
(2n+1)2’
Solution. Développons f en série :

In(t)
1+ t2

o
2) Montrer que : I :Z
n=0

veeloll, f(o= =>" (1) ¥ In(r).
n:O\_"'—J

fu(6)
oo
Appliquons le théoréme d’interversion Y. / f]ou :
n=0 ?

1) La série Y. f, converge simplement sur ]0,1], de
n=0
somme f ;

2) Les fonctions f, et f sont c.p.m. (car continues) sur ]0,1];
3) Les fonctions f, sont intégrables sur ]0,1].
En effet :

VEx ()= (=1 7 In(0) == o,
t—!

donc f, est négligeable devant t — 1/4/t, qui est in-
tégrable sur ]10,1] (intégrale de Riemann en 0% avec
a=1/2<1).

(o 1 .
4) La série Y. fo | fo | converge : pour tout entier n >0 :

J | fu(6)] de = f —t2 In(t)dt

g2n+l 1 1 £2n
Z [—— ln(t)] + dt
2n+1 0 0 2n+1

1
T (2n+1)2
1

~ .
n—oo 4n2

o) 1 3 .
Comme la série Z:l e est convergente et a termes posi-
n=

. (. 1 .
tifs, la série > fo | f. | est convergente également.
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On peut donc intervertir les symboles de sommation :

1 oo
I:J an(t)dt
0

n=0

=2, | fnde

n=0J0

oo 1
=>| 1 In(r)de
n=0J0

_em_ N D™
- Z (2n+1)?

n=0
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