4.8 Bilans macroscopiques-Exercice 5

Une éolienne préléve une fraction de I’énergie cinétique du vent de masse volumique p = 1,225 kg/m?, en
balayant une surface d’aire S normale a la direction Ox du vent. A I’extérieur du tube de courant

(en pointillés) s’appuyant sur S et limité par les sections droites d’aires S; et S, le fluide a une pression
uniforme Py et n’est pas affecté par le mouvement du rotor de I’€olienne.
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On admettra qu’un régime permanent s’établit et que la vitesse du vent est :
- V, =V, U, loin en amont au niveau de la section S;

- V, =V,, loin en aval au niveau de la section S

- V = vu, auniveau de la section S du rotor

et enfin que la vitesse du vent et la pression sont uniformes dans toute section droite du tube.
On négligera les forces de pesanteur du fluide.

1-L’¢écoulement de I’air est supposé incompressible. Justifier cette hypothése.

2-Etablir une relation entre Si, Sz, vi et v, et une relation entre Si, S, v; et v. Justifier I’évasement du tube de
courant au niveau du rotor.

3-Exprimer, en fonction de p, Si, vi et vo, la force F exercée par le vent sur le rotor a 1’aide d’un bilan de
quantité de mouvement pour un systéme a définir précisément.

4-Pourquoi I’écoulement ne peut-il pas étre considéré comme parfait au voisinage immédiat du rotor ?
Calculer, en fonction de u, vi et v, la différence des pressions P et P* de part et d’autre du rotor dans son
voisinage immédiat.

5-Exprimer, en fonction de S, P et P, la force F exercée par le vent sur le rotor a I’aide d’un bilan de quantité
de mouvement pour un systéme a définir précisément.

6-Déduire des questions précédentes la vitesse v de 1’air au niveau du rotor.
7-A I’aide d’un bilan d’énergie cinétique pour un systeme a définir précisément, exprimer la puissance P
prélevée par I’éolienne en fonction de p, S, vi et o = v/vi.

Pour quelle valeur de a cette puissance est-elle maximale ? Exprimer Pmax en fonction de p, S et v;.

8-Exprimer, en fonction de a, le rendement de 1’éolienne défini par n = P/P; ou P;est la puissance cinétique
incidente recue par la surface S en 1’absence d’éolienne. Que vaut Nmax (formule de Betz des éoliennes) ?
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1-L’écoulement de I’air est incompressible si :

Vair << Cgon & 340 l'l'l.S_1 t
2-Ecoulement incompressible =>
dme

conservation du débit volumique :

Qv =S1v1 =8Sv=S;v» % £
Le fluide est freiné car 1I’hélice préléve une

partie de son énergie cinétique : v < v
1:letu u eV
Donc S > S; : le tube de courant s’évase

3-Systéme ouvert (S) : ’air entre S; et S,
Systéme fermé (S*) : (S); + dme = (S)wae + dmy

Ecoulement stationnaire :

dm, = dmg = gmdt = pqydt t+dt
Loi de la quantité de mouvement a (S*) :
dﬁ(s*) — - T A
dt = Fexta(S*) = Frotora(S*] + Fair ext—>(S*) T =
dPisy Py (t+dt)+ Py —Pis) () =Py, ( } B} 3
dt dt S, 7
dPswy  Pum, —Punm, N o
= car régime stationnaire
dt dt
dPsx) _ dmgv, —dm_v, Cq (T, =)
dt dt mitz ol

Ona:e Frotor%(s*] =-F

oF 0 carla pression uniforme Py agit sur toute la surface fermée délimitant (S*)

air ext—(S¥) —

Donc : |F =pv;S; (Vi = V) = v Sy (Vi —V,)u,

4-Les effets de viscosité sont importants dans la couche limite au voisinage des parois solides, c¢’est-a-dire ici au
voisinage du rotor. L’écoulement ne peut pas étre supposé parfait dans cette zone.
De part et d’autre du rotor on peut supposer I’écoulement parfait et appliquer la relation de Bernoulli :

S
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1 > I B I _ 1 5, 1 5
P(A1)+Euv (A))=P(A )+Ep,v (A7) =P :pOJFEHV1 S

P(AL)+ T (An) =P + v (AT) = P =Py s =

Donc ;[P —P* =%u(v12 -v3)
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5- Systéme ouvert (S ) : la fine tranche d’air autour
de I’hélice
Systeme fermé (S*) : (S); + dme = (S)¢rgr + dms
Ecoulement stationnaire :
dm, = dmg = gmdt = pqydt

Loi de la quantité de mouvement a (S*) :

dt = Fexta(S*) = FTOtOr%(S*] + Fair ext—>(S*)
dP s, | Py (t+d0)+ Py, Py (1) Py,
dt dt
dPssy Py ~Pyn,  dm V—dm .V 5 o
dt dt dt dmS

car dm, et dmg ont la méme vitesse v par
conservation du débit volumique de part et d’autre

du plan de I’hélice
Ona: e Frotor—)(S"‘] = _F

* Fair ext—(S¥) (P_ -P* )Sﬁ X

Donc : |F= (P~ —P")Sii,

6-On identifie les deux expressions de F:

- 1 - 1
BViS (v =V2)iy = JROVE =V3)ST, = uvS(v =V2) = 2RV =V2)(Vi #V2)S = v=— (V) +V))

7-On reprend le systéme de la question 3 et on lui applique le théoréme de 1’énergie cinétique :

2

| | 5
dE(:(S*) = 8Vvext—)(S*) + 8Vvint = E dmsVZ - E dmevl = 6Vvair amont—>dm, + 6\Nair aval—>dm + 6erotor%(s"‘) + 8Vvint

Ona: dW amont—dm, — PoSvidt 5 dW,; aval>dmg — —PyS,v,dt=-6Wy; amont—>dm, €al Sivi=Syva
6erotor—)(s"‘) = rotor—)(S"‘)dt = _P(S*)—>rotordt =—Pdt

OW,,, =0 car I’écoulement est parfait et incompressible

1
Donc : Eqmdt(vg —V12) =—Pdt

Donc : Pzéqm(vl2 —V%) =%]J.SV(V1 V)V +V,) =%]J.SV(V1 —-(2v—-vy)).2v =2]J.SV2(V1 —-V)

En posant a.=v/vj,ona: (P = 2uSoc2 (1- oc)vl3

ap _ Opour o =2/3. On calcule alors ;[ P, = i;LSVI3
da 27

. . 1 1
8- P; est I’énergie cinétique du vent de vitesse vi traversant la surface S pendant 1 s: P, = 5 uSv, .Vl2 = 5 uSVf

2uSo’ (1-a)vi
D’ou le rendement : = E. M
i —uSv3

> usvy
Le rendement est maximum pour o = 2/3, il vaut : = 16/27=59 %

soit :|n =40c2(1—0c)




