
Classe de PSI ◦ Révisions pour les épreuves orales

Planches Mines-Ponts

▶ 1 Mines-Ponts / planche A

■ Exercice 1
Soit θ ∈ ] 0,π [. On note E l’ensemble des suites
réelles vérifiant :

∀n ∈N, un+2 − 2 cos(θ )un+1 + un = 0.

1) Montrer que E est un R-espace vectoriel. En don-
ner une base.

2) Soit p ∈ N. Pour quelles valeurs de θ existe-t-il
une suite non nulle de E telle que u0 = up+1 = 0 ?

3) Soit A∈Mp(R) telle que :

∀ (i, j) ∈ J1, pK2 , ai, j = δ| i− j |,1.

Déterminer les éléments propres de A.
Cette matrice est-elle diagonalisable ?

■ Exercice 2
Soit A∈M4(R) telle qu’il existe k ∈N tel que Ak = 04.

1) Montrer qu’il existe p ∈ N tel que Ap = 04 et
Ap−1 ̸= 04. Montrer que p ⩽ 4.

2) On suppose que p = 4. Montrer que A est sem-
blable à :

N :=







0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0






.

▶ 2 Mines-Ponts / planche B

■ Exercice 1
Soit A ∈ Sn(R) de valeurs propres, répétées selon leur
multiplicité :

λ1(A)⩽ λ2(A)⩽ · · ·⩽ λn(A).

On note 〈 · , · 〉 le produit scalaire canonique de Rn.
On pose :

∀X ∈ Rn \ {0} , RA(X ) =
〈AX , X 〉
〈X , X 〉

.

Soit k ∈ J1, nK et Gk l’ensemble des sous-espaces vec-
toriels de dimension k. On note (e1, . . . , en) une base
orthonormée de Rn telle que :

∀ i ∈ J1, nK , Aei = λi(A) ei .

1) Montrer que :

∀X ∈ Vect(e1, . . . , ek)\{0} , RA(X ) ∈
�

λ1(A), λk(A)
�

.

2) Montrer que :

λk(A) = min
V∈Gk

�

max
X∈V\{0}

RA(X )
�

.

3) Soit A, B ∈ Sn(R).
En déduire que :

λ1(A) +λk(B)⩽ λk(A+ B)⩽ λn(A) +λk(B).

■ Exercice 2
Soit E =C 0 ([0,1] ,R). Pour tout f ∈ E, on note :

ϕ( f ): x 7−→
∫ x

0

t f (t)dt.

1) Montrer que ϕ ∈ L (E).
2) Trouver le plus petit réel k > 0 tel que :

∀ f ∈ E,




ϕ( f )






∞ ⩽ k




 f






∞ .

3) Trouver le plus petit réel k′ > 0 tel que :

∀ f ∈ E,




ϕ( f )






∞ ⩽ k′




 f
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