Classe de PSI o Révisions pour les épreuves orales

Planches INP (7)

EI INP / planche R

B Exercice majeur

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit a € E
tel que ||a||=1 et a € R. On définit f, € Z(E) par :

VxeE, f,(x)=x+a(x|a)a.

1) Soit (e, ...,e,) une base de Vect(a)*.
Montrer que (a,e,...,e,) est une base de E.

2) a. Soit § € R. Déterminer f, o fg.
Montrer qu'il existe y € R tel que f, o fg = f,,
et exprimer y en fonction de a et 3.
b. A quelle condition sur a I'application f,
appartient-elle 3 GL(E)?
On montrer qu’alors, il existe 8 € IR tel que
fa_1 = fg, et I'on exprimera 0 en fonction de a.
3) Soit s4: x€E—x—2(x|a)a.
On suppose trouvé un sous-espace vectoriel V de E
vérifiant s, (V) =V.
a. Montrer que s, € O(E).
b. Montrer que sa(VL) cvi,
puis que s, (V) =V
4) Soit g € O(E). Montrer que gos,og 1 = Sg(a)-

5) Soit b € E tel que (a, b) soit libre et que || b|| = 1.
Montrer que :

Sq08p, =s,0s, < (a|b)=0.

B Exercice mineur

Des personnes se transmettent a la file une informa-
tion. La premiére personne recoit |'information exacte ;
ensuite, chaque personne transmet fidelement I'infor-
mation (telle qu’elle I'a recue, donc pouvant ou non
étre correcte) avec probabilité p, ou transmet I'infor-
mation contraire de celle qu'elle a recue avec la pro-
babilité g :=1—p.

On note A, l'événement « la n-ieme personne re-
coit correctement I'information initiale », et I'on pose

pn =P(A,).
1) Exprimer p,.; en fonction de p,.

2) Exprimer p, en fonction de n.

INP / planche S

B Exercice majeur
SixelRetnelN, on pose :

/2
J(x)= f sin*(t) cos™(t)dt.
0

1) Pour quelles valeurs de x I'intégrale J,(x) est-elle
définie ?
2) a. Calculer J,(1).
b. Soit x tel que —1 < x < 1.
Ja(x) 2 J;(1).
En déduire la nature de la série de terme géné-
ral J,(x) quand -1 <x < 1.

Montrer que

3) a. Montrer que sine€IN et b > 0, la fonction :
f: t—In(sint) sin®(¢) cos™(t)

est intégrable sur [0, 7/2].
b. Montrer que J, est de classe 6! sur IR? .

4) Soit g,(t)= %

Montrer que g, est intégrable sur [0,7/2] et cal-
culer fg/zgz(t)dt.

ou x > 1.

B Exercice mineur
Soit n = 2 un entier.

1) Résoudre dans C I'équation 2" = els.

2) Résoudre I'équation :

(z+1)" (z—l)"
+ =1.
z—1 z+1
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INP / planche T

B Exercice majeur

Soit E un espace euclidien de dimension n = 1. On
dit qu'un endomorphisme u de E est antisymétrique
lorsque :

VX,yEE, (ll(X), y>=_<x5 ll(y))

1) On suppose ici que E = R3, muni de produit sca-
laire usuel.
Soit f I'endomorphisme de E dont la matrice dans
la base canonique est :

0 -1 -2
A=(1 0 -3
2 3 0

a. Montrer que la matrice A est antisymétrique et
donner f(a,b,c) pour tout (a,b,c) € R3.
b. Montrer que f est antisymétrique.

c. Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémen-
taires orthogonaux.
Déterminer rg(f)

On revient au cas général.

2) Montrer que u est antisymétrique si et seulement
si sa matrice dans toute base orthonormée de E
est antisymétrique.

3) Montrer, a I'aide du déterminant, que si u est an-
tisymétrique et bijectif, alors rg(u) est pair.

4) Montrer que si u est antisymétrique, alors rg(u) est
pair.

m Exercice mineur

On pose, pour tout entier n = 2 :

n
_ . 1/k _ nun
U, L! (2 e ) et v, ln(—(n_ D )

1) Montrer que la série Y. v, converge.
n=3

2) Montrer que la série > u, diverge.
n=2

INP / planche U

B Exercice majeur

Soit (u la suite de fonctions définies sur IR* par :
n/nelN + p

_ (="
Vx>0, u,(x)= m_——
On pose: f(x)= Zun(x).
n=0

1) Enoncer le critére spécial des séries alternées avec
majoration et signe du reste.

2) Montrer que f est définie et continue sur IRY.

3) a. Montrer que, pour tout x >0 :

1 -, ., 1
fa)=—= 2 1 ——

o n+x+1
b. En déduire que, pour tout x >0 :

1
(n+x+1)(n+x)

2/ ()= =+ (1)
n=0

c. Montrer que, pour tout x >0 :

1

1
’f(x)__ S 2(x+1)x

2x

En déduire un équivalent de f(x) quand
X — +00.

4) Donner un équivalent de f(x) quand x — 07.

5) Montrer que :

1

x—1
>0, = dt.
vx f(x) JO 1+t
B Exercice mineur
Soit A la matrice de .#,,(C) définie par :
{a +b ab o --- 0 \
1 a+b ab
Ap=1 0 1 . 0 |
: . . . ab
Lo - 0 1 a+b)

oti (a,b) € C?> et n€IN*. On note d, = det(A,).

1) Trouver une relation de récurrence vérifiée par la
suite (dn)n>1.

2) En déduire une expression de d, en fonction de n,
aethbh.
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