
Chapitre 1

Groupes

I Groupes
I. A Définition et exemples

Soit G un ensemble et ∗ une loi de composition interne sur G.
On dit que (G, ∗) est un groupe lorsque :
• ∗ est associative ;
• (G, ∗) possède un élément neutre ;
• tout élément de G possède un symétrique dans G.
Si de plus ∗ est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien.

Définition 1.1

Soit (G, ∗) un groupe.
• Le neutre est unique.
• Le symétrique d’un élément a de G est unique : noté a−1.
•

(
a−1)−1 = a.

• Les éléments de G sont réguliers pour la loi ∗.

Proposition 1.2

Exemples 1.3 : • (R, +), (C, +), (Mn,p(C), +), (R∗, ×) sont des groupes commuta-
tifs.

• (GLn(C), ×) avec n ⩾ 2 est un groupe non commutatif.
• Soit X un ensemble est SX l’ensemble des bijections de X dans X, (SX , ◦)

est le groupe des permutations de X.
• (Sn, ◦) avec n ⩾ 3 est un groupe non commutatif.

Soit (G1, ∗) et (G2, ◦) deux groupes. On définit sur G1 × G2 la loi ⊗ par :

∀(a, b) ∈ G1 × G2, ∀(c, d) ∈ G1 × G2, (a, b) ⊗ (c, d) = (a ∗ c, b ◦ d).

Alors (G1, ×G2, ⊗) est un groupe appelé le groupe produit des groupes (G1, ∗)
et (G2, ◦).

Proposition 1.4 (groupe produit)

Remarque 1.5 : Pour (G1, ∗) = (G2, ◦) = (R, +) on obtient (R2, +), et plus généra-
lement, on obtient des structures naturelles de groupes pour (Rn, +) et (Cn, +).

I. B Sous-groupes

Soit (G, ∗) un groupe. On dit que H est un sous-groupe de G lorsque : H est une
partie de G stable par ∗ et H muni de la loi induite par ∗ est un groupe.

Définition 1.6

Remarque 1.7 : Si H est un sous-groupe de (G, ∗), alors le neutre de H est le neutre
de G.

Soit (G, ∗) un groupe dont le neutre est noté e, H est un sous-groupe de G si et
seulement si :
1. H ⊂ G ;
2. e ∈ H ;
3. ∀(a, b) ∈ H2, a ∗ b ∈ H ;
4. ∀a ∈ H, a−1 ∈ H.

Proposition 1.8 (caractérisation d’un sous-groupe)

Soit (G, ∗) un groupe dont le neutre est noté e, H est un sous-groupe de G si et
seulement si :
1. H ⊂ G ;
2. e ∈ H ;
3. ∀(a, b) ∈ H2, a ∗ b−1 ∈ H.

Proposition 1.9 (caractérisation d’un sous-groupe (V2))

Remarque 1.10 : Dans les caractérisations ci-dessus des sous-groupe, on peut rem-
placer la condition e ∈ H par H ̸= ∅.

Pour montrer qu’un ensemble muni d’une loi de composition interne est un groupe,
on montre le plus souvent que c’est un sous-groupe.

Méthode 1.11

Exemples 1.12 :
• Chaîne de groupes pour l’addition : {0} ⊂ Z ⊂ D ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.
• Chaîne de groupes pour la multiplication : {1} ⊂ {1, −1} ⊂ Q∗ ⊂ R∗ ⊂ C∗.
• Si E est un espace vectoriel, GL(E) est un sous-groupe de SE .

Soit (G, ∗) un groupe et (Hi)i∈I une famille de sous-groupes de G ;
alors H =

⋂
i∈I

Hi est un sous-groupe de G.

Proposition 1.13 (intersection de sous-groupes)
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I. C Sous-groupe engendré par une partie

Soit (G, ∗) un groupe et A une partie de G. Il existe un plus petit sous-groupe de
G qui contient A, il est appelé sous-groupe engendré par A, que l’on notera ici
gr(A).

Définition/Théorème 1.14

Vocabulaire : Lorsque gr(A) = H, on dira que A est une partie génératrice du
sous-groupe H.

Si H est un sous-groupe de G et A ⊂ H, alors gr(A) ⊂ H.
Proposition 1.15

Exemples 1.16 : • Dans un groupe (G, ∗) de neutre e : gr(∅) =
et gr(G) = .

• Si a est un élément de G, alors
– en notation multiplicative : gr({a}) =

{
ak; avec k ∈ Z

}
;

– en notation additive : gr({a}) = {k · a; avec k ∈ Z}.
• Dans (R, +) :

– gr({1}) = Z
– gr(

{
1,

√
2
}

) = .
• Dans (C, +) : gr({1, i}) = est appelé

groupe des entiers de Gauss.
• Dans (Sn, ◦), en notant T l’ensemble de transpositions de J1 ; nK :

gr(T ) = .

Un groupe (G, ∗) est dit monogène lorsqu’il existe a ∈ G tel que G = gr({a}), un
tel élément est appelé générateur de G.

Définition 1.17

Exemples 1.18 : • Le groupe (Z, +) est monogène, ses générateurs sont 1 et −1.
• Le groupe (Un, ×) des racines nième de l’unité (n ∈ N∗) est monogène, de

générateur : .

I. D Sous-groupes de (Z, +)

Les sous-groupes de (Z, +) sont les ensemble de la forme : nZ, avec n ∈ N.
Théorème 1.19

II Morphismes de groupes

Soit (G, ∗) et (H, ◦) deux groupes. On appelle morphisme de (G, ∗) dans (H, ◦)
une application f de G dans H telle que :

∀(x, y) ∈ G2, f(x ∗ y) = f(x) ◦ f(y).

Définition 2.1

Vocabulaire : endomorphisme : morphisme d’un groupe dans lui-même ;
isomorphisme : morphisme bijectif ;
automorphisme : endomorphisme bijectif.

Remarques 2.2 : • La bijection réciproque d’un isomorphisme de G dans H est
un isomorphisme de H dans G.

• La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Exemples 2.3 : • : (R∗
+, ×) −→ (R, +) et : (R, +) −→ (R∗

+, ×) sont des
isomorphismes bijectifs réciproques l’un de l’autre.

• est un morphisme de (Sn, ◦) dans ({−1, 1} , ×).

• : (GLn(K), ×) −→ (K∗, ×) est un morphisme.

Soit f un morphisme du groupe (G, ∗) de neutre e dans le groupe (H, ◦) de neutre
e′. Alors :
• f(e) = e′ ;
• ∀x ∈ G, f(x−1) =

(
f(x)

)−1.

Proposition 2.4

Soit f un morphisme du groupe (G, ∗) dans le groupe (H, ◦).
• L’image directe d’un sous-groupe de G par f est un sous-groupe de H.
• L’image réciproque d’un sous-groupe de H par f est un sous-groupe de G.

Proposition 2.5 (image directe et image réciproque de sous-groupes)

Soit f un morphisme du groupe (G, ∗) dans le groupe (H, ◦) de neutre e′. On appelle
noyau de f :

Ker f = f−1({e′}) = {x ∈ G | f(x) = e′}

et image de f :

Im f = f(G) = {f(x); avec x ∈ G} = {y ∈ H | ∃x ∈ G, f(x) = y}

Définition 2.6
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Remarque 2.7 : Avec les notation de la définition, Ker f est un sous-groupe de
et Im f est un sous-groupe de .

Soit f un morphisme du groupe (G, ∗) dans le groupe (H, ◦).
• f est injectif si et seulement si Ker f = ;
• f est surjectif si et seulement si Im f = .

Proposition 2.8

III Groupes Z/nZ
III. A Congruence

Soit n ∈ N. Deux entiers relatifs a et b sont dits congrus modulo n lorsque
a − b ∈ nZ. On note alors : a ≡ b [n].

Définition 3.1

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z.
Proposition 3.2

Remarque 3.3 : Soit n ∈ N∗. Les entiers a et b sont congrus modulo n si et seule-
ment si ils ont le même reste dans la division euclidienne par n. Il y a donc n
classes d’équivalences pour la relation congru modulo n.

Notation : Pour k ∈ Z et n ∈ N∗, on note k la classe d’équivalence de k modulo n
et Z/nZ l’ensemble des classes d’équivalences de la relation d’équivalence congru
modulo n :

Z/nZ =
{

0, 1, . . . , (n − 1)
}

.

III. B Structure de groupe
Dans la suite n est un entier naturel non nul.

La loi de composition interne + sur Z/nZ :

Z/nZ × Z/nZ −→ Z/nZ
(α, β) 7−→ (a + b) avec a, b ∈ Z tels que a = α, b = β

est bien définie.

Proposition 3.4

Exemple 3.5 : table d’addition de Z/6Z.

(Z/nZ, +) est un groupe abélien.
Théorème 3.6

Remarque 3.7 : Soit p, k ∈ Z, alors p · k̄ = pk.

III. C Générateurs de Z/nZ

Exemple 3.8 : Déterminer les générateurs de Z/6Z.

Soit n ∈ N∗ et k ∈ Z/nZ. Alors :

k est générateur de Z/nZ ⇔ k ∧ n = 1.

Théorème 3.9 (éléments générateurs de Z/nZ)

III. D Groupes cycliques

On appelle groupe cyclique un groupe monogène fini.
Définition 3.10

Exemples 3.11 : • Pour tout n ∈ N∗, le groupe (Z/nZ, +) est cyclique : est
générateur ;

• Le groupe (Z/3Z × Z/2Z, +)

• Le groupe (Z/2Z × Z/2Z, +) .

• Le groupe (Un, ×) des racines nième de l’unité est cyclique : ei 2π
n est généra-

teur.

Tout groupe monogène infini est isomorphe à (Z, +).
Tout groupe cyclique de cardinal n est isomorphe à (Z/nZ, +).

Théorème 3.12

Remarque 3.13 : L’image d’un générateur de groupe par un isomorphisme de
groupe est un générateur.
En particulier, si un groupe G est isomorphe à un groupe monogène, alors G est
monogène.
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IV Ordre d’un élément dans un groupe

Soit G un groupe et x ∈ G. Si le sous-groupe engendré par x est fini, on appelle
ordre de x le cardinal de gr(x). Sinon x est dit d’ordre infini.

Définition 4.1

Soit G un groupe (de loi notée multiplicativement) et x ∈ G,
1er cas : x est d’ordre infini alors :

• gr(x) =
{

xk; k ∈ Z
}

est isomorphe à Z ;
• ∀k ∈ Z, xk = e ⇔ k = 0.

2e cas : x est d’ordre fini alors, en notant n l’ordre de x :
• gr(x) =

{
e, x, x2, . . . , xn−1} est isomorphe à (Z/nZ, +) ;

• ∀k ∈ Z, xk = e ⇔ k ∈ nZ.

Théorème 4.2

Soit G un groupe fini et x ∈ G, alors l’ordre de x divise le cardinal de G.
Théorème 4.3
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