Chapitre 2 : Anneaux et Corps

Exercices

Exercice 1. Soit A un anneau commutatif et M une partie de A. On apelle annula-
teur de M V’ensemble des éléments a € A tels que am = 04 pour tout m € M.
Montrer que 'annulateur de M est un idéal de A.

Exercice 2. Soit A un anneau commutatif et D I'’ensemble des diviseurs de zéro dans
A. Montrer que pour tout (a,b) € A? :

l.abe D = (aEDoubeD);
2. (a€eDoube D) = abe DU{0}.

Exercice 3. Soit A un anneau, un élément = de A est dit nilpotent lorsqu’il existe un
entier naturel n tel que 2™ = 04.

1. Soit x,y € A, montrer que si zy est nilpotent, alors yz est nilpotent.
2. Soit x € A, montrer que si x est nilpotent, alors 14 — = est inversible.

3. On suppose que A est commutatif, montrer que I’ensemble des éléments nilpotents
de A est un idéal de A.

Exercice 4. Soit G le groupe des inversibles de Z/32Z.
1. Quel est le cardinal de G ?
2. Quels sont les ordres de 5 et 15 dans G ?

3. Montrer que :
f o (Z/)8ZxZ)2Z,+) — (G, x)
(E,I; — 521 b
est un isomorphisme de groupes.
Exercice 5. Montrer que si un nombre qui s’écrit abedef en base 10 est divisible par

13, alors le nombre qui s’écrit bede fa en base 10 Pest aussi.
Pourquoi peut-on affirmer immédiatement que 691 691 est divisible par 137

Exercice 6.
1. Soit p un nombre premier supérieur a 5. Montrer que 24 | p? — 1.

2. Soit n € N*, montrer que 42 | n'3 — n.

Exercice 7. Montrer que 47 est inversible dans Z/20117Z et déterminer son inverse.

Exercice 8. Soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler. Montrer que : Vn € N*, >~ ¢(d) = n.
d|n
k

Indication : considérer pour chacune des n fractions  avec k € [1;n] leur écriture irréductible
a

s,
Exercice 9. Soit p un nombre premier impair.

2p 9
1. Montrer que : (2;’) => 0"

2. En déduire que : (2;’) =2 [p?].

Exercice 10. Anneau Z[v/2].
1. Montrer que
A= {a—i—bx/ﬁ; avec a,b € Z}

est le plus petit sous-anneau de R qui contient Z U {\/5 }
On note U le groupe des inversibles de A.

2. Montrer que : Vo € Z[v/2],3!(a,b) € Z? | x = a+by/2 et en déduire N : a +by/2) =
|a2 - 2b2| est bien définie de A dans N.

3. Montrer que N est multiplicative, c’est a dire
V(z,y) € A%, N(zy) = N(z)N(y);

en déduire qu'un élément z € A est inversible si et seulement si N(z) = 1.
4. Montrer que 1 ++/2 € U, puis : ¥n € Z, (1 +/2)" € U.
5. Soit z = a+ bv2 € U avec a,b e N.

(a) Montrer que a # 0.

(b) Montrer qu’il existe un unique n € N tel que : (1 ++v/2)" < z < (1 +/2)"H!

(c) Montrer qu’il existe a’, b’ € N tels que z(14+v/2)™" = a’ +b'\/2.

(d) Montrer que z = (14 v/2)™.
6. Montrer que U = {£(1 + v/2)"; avec n € Z}.

Exercice 11. Soit A un anneau commutatif et 7 un idéal de A. On appelle radical de
I:
VIi={ze€A|IneN,az"el}.
Soit z € VI et n € N tels que 2" € I, montrer que : Vm > n,z™ € I.
Montrer que v/I est un idéal de A.
Montrer que v/ = /1.

Soit J un idéal de A, montrer :

VINT=VInvVJet VI+VJcVI+J.
5. Dans Z, déterminer v/ 3648Z.
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Exercice 12. Théoreme de Wilson.
Soit p € N*.

1. On suppose dans cette question que p est premier.
(a) Résoudre I'équation a = a~! dans F,.

(b) En déduire la valeur du produit [] a.
a€ly

2. Montrer que p est premier si et seulement si (p — 1)! = —1 [p)].

3. Application : Montrer que si p est un nombre premier de la forme 4n+1 avec n € N,
alors —1 admet une racine carrée dans Fj,.

Exercice 13. Chiffrement RSA (Rivest, Shamir, Adleman)
Soit p et ¢ deux nombres premiers distincts. On pose n = pq.

1. Déterminer ¢(n), l'indicatrice d’Euler de n.
2. Montrer que pour tout z € Z et tout ¢ € N, z2°("+! =z [n].

3. Soit k£ un entier naturel premier avec ¢(n). Montrer qu’il existe m € N tel que
km =1 [p(n)]. En déduire que z*™ = z [n)].

4. Le chiffrement RSA utilise deux clés : une clé publique k£ pour chiffrer et une clé
privée m pour déchiffrer des données. Les deux clés sont crées par Alice qui souhaite
recevoir des données confidentielles. Alice rend la clé publique accessible et conserve
la clé privée. Si x est un entier strictement inférieur a n, le message chiffré est la
classe de =¥ modulo n.

(a) Comment Alice peut-elle déchiffrer le message ?

(b) Exemple : pour p = 3,q = 11,k = 3, quelle est la clé m? La clé publique est
(n,k) = (33, 3) et la clé privée est (33, m). Bob veut envoyer le message M = 4
a Alice, quelle est le code ? Décoder.

(¢) Sur quoi repose la sécurité du systéme ?

Exercice 14.

1. Résoudre pour x € Z/5Z :

3r+2=-1.
2. Résoudre pour z € Z :
3x+2=-1[5]
3x—1=37)
3. Résoudre pour z € Z :
br =8 [12]
2x =17 [21]

4. Résoudre pour z,y € Z :
S5z + 2y = 3 [6]
2¢ + 4y =1 [5]

Exercice 15. Soit K un sous-corps de C et K € K[X].

1. Soit A, B € K[X], montrer que les PGCD de A et de B calculés dans C[X] ou dans
K[X] sont égaux.

2. Montrer que P et P’ sont premiers entre eux si et seulement si P n’a que des racines
simples dans C.

3. Calculer le PGCD de P et de P’ dans K[X].
Banque CCINP

Exercice 16 (CCINP 86).
1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.
2. Soit p un nombre premier.
(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (i) k! puis en déduire que p divise <Z) .
(b) Prouver que : Vn € N, n? =n [p].
Indication : procéder par récurrence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : pne divise pas n = n?~! =1 [p].

Exercice 17 (CCINP 94).

1. Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

2. Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € N.
Prouver que : (alcet blc) <= ablc.

€T
T

3. On considére le systéme (.5) : { dans lequel I'inconnue x appar-

tient a Z.

6
4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére zy de (S) dans Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (S).
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