Analyse - Pack de démarrage

Rappels (et un peu plus) sur les fonctions.

I Vocabulaire et notation

1) Qu’est-ce qu’une fonction ?

W Définition :

Remarques :

» Le plus souvent en ce début d’année, = sera un nombre réel. On pourra faire des "fonc-
tions" sur des éléments autres, comme des vecteurs, des matrices, des événements, etc.

On parlera alors d’applications.

» Intuitivement, une fonction désigne une sorte de machine qui effectue une opération sur

des nombres.

Par exemple, la machine "élever au carré" prend un nombre (qu’on aime bien appeler x)
et le multiplie par lui méme (c’est a dire 2%).

» Attention, ce qu’on appelle fonction, c’est la machine. Ainsi, 2 n’est pas la fonction
carré, mais 'image par la fonction carré de z...

? Le saviez-vous 7 AU COEUR DE L’ANALYSE : LEIBNIZ ET NEWTON

[’étude des fonctions est au coeur des
recherches en mathématiques au XVIIé
siecle, et deux célébres fondateurs de
cette étude sont Gottfried Wilhelm
Leibniz(Allemagne, 1646-1716) et Isaac
Newton (Angleterre, 1642-1727).

Le terme "fonction" est introduit par
Leibniz, a partir du mot latin functio ("rem-
plir une tache").

Leibniz et Newton se sont opposés sur plusieurs points. Les deux ont revendiqué la pa-
ternité du calcul infinitésimal (les dérivées, les intégrales, les limites, etc.), mais leur
opposition la plus forte concerne la physique. Malgré son éducation fondamentalement
religieuse, Newton a établi les lois de la physique a partir d’observations, sans chercher de
raison divine derriére ce qu’il découvrait. Leibniz, de son co6té, refusait tout ce qui pouvait
remettre en question la "perfection divine", ce qui engendra quelques conflits entre les

deux hommes....



2) Ensemble de définition :

Définition :

On dit qu’une fonction f est définie sur un ensemble D si et seulement si

On appelle alors ensemble de définition le plus grand ensemble sur lequel la fonction
est définie.

Si la fonction s’appelle f, cet ensemble est souvent noté Dy (D, si elle s’appelle g, etc...).

Exemple :

1
On considére la fonction f définie par f(z) = T
x —
/OA noter : RESTRICTION DE L’ENSEMBLE
On n’aura pas toujours besoin de travailler sur ’ensemble "maximum" de définition d’une

fonction.

Dans lexemple ci dessus, on pourrait trés bien dire que f est définie sur 'intervalle [2; 3],
puisque "pour tout x dans 'intervalle [2; 3], f(z) existe".

Si on étudie f que sur [2;3], on dira qu’on restreint f & l'intervalle [2;3].

%NOTATION

Si f est définie sur un ensemble F avec des images dans un ensemble F', on pourra utiliser
la notation suivante :

EF— F

T e 1@

&deux fleches de formes différentes : — et .

Exemple :

1
La fonction f définie pour tout = de R\ {1} par f(z) = ] peut s’écrire :
‘r j—

R\ {1} — ]Rl

X —

x—1
Si on veut parler de sa restriction a I'intervalle [2; 3], on pourra écrire :

23] - R
/: 1

T —
z—1

Enfin, ensemble d’arrivée, ici R, pourrait étre affiné avec une étude de la fonction, mais dans
un premier temps, indiquer R en arrivée est suffisant.



3) Composition de fonctions

(/’7 Définition :

si f et g sont deux fonctions telles que, pour certains nombres z, le calcul de f(g(x)) a
un sens, on dit qu’on a composé g par f et on peut noter f o g la fonction obtenue.

Exemple :

T ] est la composition de g : x — par f:x—
x J—

' Méthode : DETERMINATION DE L’ENSEMBLE DE DEFINITION
D’UNE COMPOSITION

Soit une fonction de la forme x — f(g(x)), avec f définie sur un ensemble E et g définie
sur un ensemble G, alors :

xz+— f(g(z)) est définie si et seulement si g(z) est définie et f définie en g(z).

On commencera donc toujours par regarder la fonction qui est "a Uintérieur" (ici, g),
avant de chercher a quelle(s) condition(s) sur z les images de x par cette fonction sont
dans le domaine de définition de la fonction qui "englobe" tout ¢a (la fonction f).

Exemple :

Reprenons I'étude de x +— ]
l’ J—



1T
1)

Rappels sur les fonctions "élémentaires"

Puissances entiéres : x — 2" avec n € Z

Définition : Limites :
Définies sur R sin > 0, ou R* sin < 0. sin>0, lim z" = 4.
r—r—+00
(i) pourn=0:2°=1 sin <0, lim z"=0.
T—+00

(i) sin >0,

"=z x !

=T X...XZT
—_——

n facteurs

(iii) sin < 0et x #0,

. (1)" 1 1
r =\—- = — X ... X —
X Xz T

—

—n facteurs

4.0

35}

3.0f

2.5}

2.0}

1.5}

1O}

0.5F

00} —-----

(tangente |
ﬁaﬂ’zanmlejl

-0.5 I I I . .
-3 -2 -1 0 1 2 3

n > 0 et pair

20

15}

10+

=10}

=15}

-20 I I I
-20 -15 ~-1.0 =05

n < 0 et impair

Dériwation et primitive :

Dérivable sur R si n > 0 et sur R* si n < 0.
Dérivée : x — na™ ', (méme si n < 0...)
Une primitive :

1

n+1
sin=—1, x — In(|z|).

n+1

sin#—1,z+— x

(tangente
horizontale)

-4 . s . s s .
-2.0-15-1.0-0500 05 1.0 15 20

n > 0 et impair

n < 0 et pair



2)

3)

Racine carré : z — /z

Définition :

Dériwation et primitive :

Fonction réciproque de = — 2.
Définie sur R,.

Propriété de réciprocité :

1. Pour tout z > 0, (vVr)* ==z
2. Apour tout z € R, va? = |z|.

Dérivable sur R’

. 1
Dérivée : £ — ——

20T

2
Primitive :x +—> gx\/E

Propriétés de calculs :

Pour tout x et y positifs ou nuls :
L. Vzy =Vz\/y
T x
2. (siy #0) \/j:_
AT
A\ : L'hypothése z et y positif est essentielle
car /Ty peut étre défini mais pas v/x ni \/y!

A  Vr+y nest pas en général égal a
NCERVIE

25}
2.0f
154
1.0+
05}

t
0.0 verticale)

Particularité :

Bien que x — +/z ne soit pas dérivable
en 0, elle y est tout de méme définie (avec

V0 = 0) et on a une tangente (verticale)

Valeur absolue : = — |z

Propriétés :

Définition :
Définie sur R par :
R— R
| | : o { r six>0
v —x siz <0

Pour tout = et y réels
(i) [z[ =0

(iil) |zy| = |2ly|

(iv) |z +yl < |z|+ [yl

Dérivation et primitive

Non dérivable en 0.

Pour l'intégration comme pour la dérivation
de fonctions contenant des valeurs absolues,
on restreint l’ensemble d’étude afin de
remplacer la valeur absolue.

|
|
|
. . I . .
-15 -10 -5 0 5 10 15




III Fonctions "avancées"

1) Exponentielle : x — exp(z) (ou x — €")

Ensemble de définition et propriété :

Propriétés de calcul :

Définie sur R.
Elle vérifie :

(i) Ve e R,e* >0
(ii) " =1

Limites :

(i) lim e* =+o0
T——+00

(i) lim e*=0
T——00

Dérivation et primitive :

Dérivable sur R.
Dérivée : exp.
Une primitive : exp.

Pour tout = et y réels :

(i) e*e¥ = etV

’

r/y:x+1
,
,* (tangente
P a l'origine)

2) Logarithme népérien : x — In(x)

Définition et propriétés

Propriétés de calcul :

Définie sur R, comme étant l'unique primi-

tive & x — — qui s’annule en 1 ou comme
x

bijection réciproque de exp.
Valeurs clés :

(i) In(1) =0
(ii) In(e) =1

Limites :

(i) igr[l) In(z) = —o0

(i) lim In(x) = +oo

Tr——+00

Dérivation et primitive :

Dérivable sur R7 .
Dérivée z — —.
T

Une primitive : x — xlnx — x.

Réciprocité :

(i) Pour tout z € R, In(e”) = x

(ii) Pour tout x € R*, e™* =z

Soient > 0 et y > 0 (essentiel!)
(i) In(zy) = In(z) + In(y)

(if) In (%) — Cln(a).
(iii) In <§) = In(z) — In(y).

(iv) pour tout n € Z,
In(z") = nln(x)
1

() n(va) = 2In(a)
T ;;:x_l T T
, (tangente
2F 7 pourx=1) .




IV  Fonctions trigonométriques :
1) Définitions :

Dans le plan muni d’un repére (O, I,J), on appelle cercle trigo-
nométrique le cercle de rayon 1 et de centre Iorigine du repére. !

Soit. M un point sur le cercle et 6 I'angle orienté (O_I), W) (6]  tan(®)
S M aln
On appelle cosinus de 6, noté cos(f), 'abscisse du point M. 67
I
L’ordonnée de M est appelée sinus de 6, et est notée sin(6). ° ol
Enfin,pour tout 6 tel que cos(f) # 0, on appelle tangente de 6 la
tite tan(9) = S00)
uantité tan(6) = .
4 cos(0)
2) Valeurs a connaitre :
i
s s T || 27 3T om
0 10| = | — | = |=| — — —
6 |4 |3 |23 |4 |6 |"
: 11 vV2]V3 V3 V2l
sinf [0 = | — | — 1| — | — = 0
2 2 2 2 2 2
V3 1v2 1 1| V2 V3
cosf |1 | — | —| = |0 —= | — | — | —1
2 2 2 2 2 2
3 3
tanf | 0 % 1 \/§.—¢§ 1 —g 0
REE
3) Formules :
Propriétés de calcul : Dérwabilité et primitives :
1. Vo € R, cos?(x) + sin?(x) = 1 Dérivables sur leurs domaines de définition.
9 Va.beR Dérivées :
V8,0 ER, (cos(x))" = —sin(z),

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb

(sin(z))" = cos(x),
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb (tan(z))’ = 1+ tan®(z) =
3. Va,b € R, N o

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa Primitives :

une primitive de cos : x > sin(z).
une primitive de sin : 2 — — cos(z)

une primitive de tan : z — — In(] cos(z)|)

cos?(z)

sin(a — b) = sinacosb — sinbcos a

Symétrie et parité :

Pour tout = € R,

1. cos(—z) = cosx

2. sin(—z) = —sinz

Bos (5 o) =

.cos|=—x) =sinzx
2

4. sin <g —x) = CcosT




4) Représentations graphiques :

=T

y=x
(tangente

a l'origine)

27 |

2.0
1.5F
1.0+

x +— sinx (définie sur R)

x +— cosx (définie sur R)

)

?

x +— tanx (définie sur R\ {g +km, keZ
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