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Formules de triconométrie :

cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb

sin(a + b) = sinacosbh + sinb cosa

sin(p) + sin(g) = 2 sin (p q) cos (pzq)

sin(p) — sin(q) = 2sin (p q) cos (p;q)

cos(2a) = cos?a — sin®a

1+cos(2a)
2

cosa =

tan(a + b) _ tana+tanb

1-tana tanb

cos(a —b) = cosacosb + sinasinb

sin(a — b) = sinacosb — sinb cosa

cos(p) + cos(q) = 2 cos (p q) cos (pzq)

cos(p) — cos(q) = —2sin (229) sin (22)

sin(2a) = 2sinacosa

. 1-cos(2a
sin? g = 12¢0s2a)
2
tana—tanb

tan(a B b) = 1+tana tanb

Formules de trigo hyperbolique :

ch(a+b) =chachb+shashb

sh(a+ b) =shachb +shbcha
sh(p) +sh(q) = 2sh (=4) ch (22)
sh(p) — sh(q) = 2sh (%) ch (222)

ch(2a) = ch?a + sh?a

1+ch(2a)
2

ch?a =

tha+thb

th(a+b) = s

ch(a—b) =chachb—shashb

sh(a —b) =shachb —shbcha

ch(p) + ch(q) = 2.ch (2%) ch (1)

ch(p) — ch(q) = 2sh (2%) sh (22)

sh(2a) = 2shacha

—1+ch(2
sh? g = —1+<h@2a)
2
tha—thb
th(a —b) = 1-tha thb

Notation complexe :

Soitz = a + jb. |z| = Va*+b?

*

z' =a—jb |z|" =22
el*ye=ix . elx_g—Jx
cosx = > sinx = 2 chx =

eX+e™* e*—e

arg(z) = arctan( ) [2n] sia>0
arg(z) =m+ arctan( ) [2n] sia<O

arg(z,.z;) = arg(z) + arg(z,)

shx =
2 2

Développements limités autour de O :

e"=1+x+x2—j+§+--- smx—x—x—+x5+
shx=x+;+5—?+--- chx=1+—+—+-~-
A40m=1+mx+ 2,_1) 2+m(m_?'(m Dy
ﬁ=1+x+x2+x3+-~- $=1—x+x2—x3+~-

x2

x?  x*
cosx=1——+=+--
21 4l

x3 x5

arctanx —x—?+ + -

x3

2 3
1n(1+x)=x—x7+x?+--- In(l-x)=-x—%"—="+- argthx=x+?+?+...

2

3



LVH 24-25 Formulaire de physique-chimie PSI page 2
Equations différentielles :
S+ =40 f(£) = Ke™/" + h(t)
ou h(t) est une solution particuli¢re de 1’équation compléte.
Si g(t) =Cte, on cherche pour h(t) une constante.
Si g(t) est une fonction de t sinusoidale pure, on cherche pour h(t) une fonction de t sinusoidale pure, de méme
frégquence. Pour étre efficace, on passe en notation complexe.

g—:(t)+af(t) =A aveca>0 f(t)=acos(\/5t)+bsin(\/5t)+£
d?f I} I

SO -BfO=A avecf >0 f©) = a' ch(B t) +b'sh(yB ) — 5
SO + Y S + 2 (0) = B cos(wt + ¢) f(t) = SGESSM + SPEC.

Et SPEC s’obtient rapidement si on passe en notation complexe. Si on est en « régime sinusoidal établi », ou
« régime sinusoidal forcé », on ne s’intéresse qu’a cette SPEC, la SGESSM ayant fini par disparaitre si le systéme

est stable.

Formules vectorielles :

. . . a |d |bf —ce
an(bAE)=(a )b - (a.b)E bAle=|cd—af
c If ae — bd
Primitives :
Fonction Primitive Fonction Primitive
xm+1 1
x™ - X
m+1+C sin x ln|tan§|+C
1 1 x T
X In|x| + C COS X 1n|tan(§+z)|+C
1 1 X 2
—arctan (—) +C tan“ x tanx —x+C
x2 + a2 a a
1 x+1
1 Ell’l (|E ) + Cte
1—x? six#let—1
COS X sinx + C chx shx+C
sin x —cosx+C sh x chx+C
1 1
5 tanx +C 5 thx +C
cos“ x chx
! cotanx + C ! 1 +C
sin? x sh? x th x
tan x —In(|cosx|) + C thx In(chx)+C
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A PROPOS DES NOTATIONS COMPLEXES EN EIEGTRIGITE‘

Remarque préliminaire : la notation complexe fait intervenir une pulsation [®|. Elle n*a donc de

Notations

sens quen régime sinusoidal pur, c’est-a-dire en régime harmonique.

e Auncourant i(t)=1_cos(wt+q), on associe la grandeur complexe i=1_e"e™ =] e/ avec
m ® g p =h Im

1, =1,6", de telle maniere que i(t)=R(i).

° Im

o lo=fil=t).

e ¢=arg(i)=arg(l

n)

est I’amplitude du courant, | son amplitude complexe, ¢ sa phase a I’origine.

e On peut aussi introduire la valeur efficace. En régime sinusoidal pur (= régime harmonique), elle est

égale a ’amplitude divisée par J2 0 1=

m

N

e On peut aussi définir une valeur efficace complexe : | = le’®

-m

io
e

B

e  On peut faire la méme chose pour une tension (= différence de potentiel) u(t)=U, cos(ot+y)

Résumé des notations, en régime sinusoidal pur de pulsation ®

Grandeur | Grandeur complexe | Amplitude | Amplitude | Valeur Valeur efficace
instantanée complexe | efficace complexe
courant | i(t)=9(i) | i=lne"e" =1e" |1 =fil=|l,| | L,=1.e" | _ 1o =gl = dn _ 1ne”
2 N
1 _ _ j jot _ jot i i
tension | u(t)=R(u) | u=U, e =Ue" 1 U_=|u/=|U,|l U, =U,e" U U, U= UeW _U, _Upe
72 NN

NB : pour un courant i(t)=1_sin(ot+@), on peut soit se ramener au probléme précédent en écrivant

i(t)=1,cos(ot+p—mn/2), soit poser encore i =l e"%e mais cette fois avec i(t)=3(i).

Iimpédances complenes
En convention récepteur :

u(t)

u=|zi

<
i(t)
u=ZzZi U, =7ZI
U=-~ZI
U, =21,
Puissances

fe;uej par un dipdle d’impédance complexe Z:

En convention générateur :

u(t)

<
u=-Zi
U, =[Z!

A condition de se placer en convention (schéma de gauche ci-dessus), on a :
Puissance instantanée : P(t) = u(t) i(t)
. 1 (T , 1 Ly 1 . .
Puissance moyenne Pmoy = <P(t)> = Ffo u(t)i(t)dt =E§R(g l_) = E‘.R(Qm [m) = ‘.R(Q[ ) =

R(Z)I? = U*R(y)

La puissance fournie par le dipdle serait I’opposé de la puissance recue.
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SYSTEMES DE COORDONNEES

coordonnees
: : Z
cylindriques |

- angle 6 des coordonnées cylindriques

r des coordonnées cylindriques
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coordonnees |
spheriques

’ r des coordonnées sphériques
/ angle 6 des coordonnées sphériques
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dM en coordonnées
cylindriques

—>
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Opérateurs de dérivation spatiale :

Vecteur déplacement élémentaire :

En coordonnées cartésiennes : M(x,y,z). OM = xu, + yu, + zu,.
dOM = dM = MM' = dxw, + dy u, + dz u,

En coordonnées cylindriques : M(r,0,z). OM = ru, + zu,.
dOM =dM = MM'=dru, +rdluy, +dzu,

En coordonnées sphériques : M(r,0,0). oM =ru,.
dOM = dM = MM’ = dru, +rd0u, + r sinf deo u,

Elément de volume :

En coordonnées cartésiennes : dr(noté parfoisd3t) = dx dy dz

En coordonnées cylindrigues : dz(noté parfoisd®t) = r dr do dz

En coordonnées sphérigues : dr(noté parfoisd3t) = r?sin 0 dr df dg

OPERATEUR NABIA : noté _Z C’est un opérateur de dérivation spatiale. Ce n’est pas un vrai vecteur,
mais il se comporte de facon semblable.
On peut 'utiliser dans des formules vectorielles.

5
Si on veut utiliser les coordonnées de ¥ dans une base vectorielle, on peut mais il est sage de le faire
uniquement avec la base associée aux coordonnées cartésiennes.

. - ) 3 2
En coordonnées cartésiennes| : V = =, + —1, + — 1.
ox ady 0z

On peut alors écrire,

NOTION DE CHAMP (rappel) :
champ scalaire : f: M » f(M) donc, en particulier en cartésiennes f: (x,y,z) » f(x,y,z)

champ vectoriel : F: M ~ F(M) donc, en particulier en cartésiennes F: (x, y, z) » F(x,y, 2)

OPERATEUR GRADIENT : 1l agit sur un champ fscalaird. Le résultat est un champ [vectoriel|.

Notation et définition :.. C’est-a-dire tout se passe comme si on faisait le produit de

nabla par le scalaire f. Cette fagon d’écrire les choses ne dépend pas du systeéme de coordonnées
éventuellement choisi.
of — , of — | Of —

Expression en coordonnées cartésiennes : gradf = Vf = o Ux +£uy + o, Uz
|2f

ax

soit encore gradf a_£ dans (U, u,,u,)
of
0z

Exemples : F = —gradE,, E = —grady, Ppression = —gradP
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Signification physique : le vecteur gradient de f est orthogonal aux surfaces iso-f. Il indique la
direction a prendre pour que f augmente le plus vite possible spatialement, a partir du point ou on le
calcule.

Relation importante : df = gradf - dM| cette relation est toujours vraie. Elle ne dépend pas du
systéeme de coordonnées éventuellement choisi.

OPERATEUR DIVERGENCE : Il agit sur un champ vectoricl|. Le résultat est un champ [scalaire].

Notation et définition : |divF = V - F|. C’est-a-dire tout se passe comme si on faisait le produit

scalaire de nabla par le vecteur F. Cette fagon d’écrire les choses ne dépend pas du systéme de coordonnées
éventuellement choisi.

Expression en coordonnées cartésiennes :

9
ox Fx
. = = = 9F, aFy dF, . .—>_i S —

divF =V - F = 2x+ 22+ 2% soit encore divF = |- - |Fy dans (U, Uy, ;)
o IF
0z

Relation importante:  [Théoréme d’Ostrogradski =
@, F-ds = [[f, divFdz, -
ou S est une surface fermée, et V le volume délimité par cette surface. S

Rappel : pour une surface fermée, le vecteur dSest toujours orienté vers
I’extérieur (pour un observateur placé dans V)

Signification physique : un champ dont la divergence est nulle est tel
qu’a travers une surface fermée, son flux entrant est égal a son flux
sortant. En revanche, si la divergence est non nulle, elle justement
proportionnelle a la différence entre les flux sortant et entrant.

OPERATEUR ROTATIONNEL : Il agit sur un champ [vectoriel,. Le résultat est un champ [vectoriel|.
Notation et définition : [rotF = V A F|. C’est-a-dire tout se passe comme si on faisait le produit

vectoriel de nabla par le vecteur F. Cette facon d’écrire les choses ne dépend pas du systéme de
coordonnées éventuellement choisi.

Expression en coordonnées cartésiennes :

3 OF, _ 9Fy
ox Fx ady 0z
= |— F. —|—=*X_"=2
rotF = = A |Fy = |5X— 2% dans labase (U, u,)
o o |ory or,
0z ox ady

Relation importante : Théoréme de Stokes|: . F - dM = [[, roiF - dS|

Ou C est un contour fermé orienté et S une surface quelconque s’appuyant P
sur C, orientée conformément a I’orientation de C 7
Signification physique : Un champ vectoriel F a tendance a tourner autour ontour C

de son vecteur rotationnel rotF.
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OPERATEUR LAPLACIEN : S’il agit sur un cha, le résultat est un champ . S’il
vectoriel

agit sur un champ &ectoriel, le résultat est un champ

Laplacien scalaire : Af =V f = (V- V)f

_ o o o

En coordonnées cartésiennes : |Af = Sttt —
2 oy az

Laplacien vectoriel : AF = V2F = (V- V)F  (noté parfois A F)

AF,
En coordonnées cartésiennes AF |AF,, dans la base (4., 0,, i,)
AF,

OPERATEUR G scalaire gradient : S’il agit sur un ch, le résultat est un champ .
vectoriel,

S’il agit sur un champ vectoriel,, le résultat est un champ

En coordonnées cartésiennes : (5 . gr7f) f= (5 . V) f= G - (g—rc_la)f) = Gxg—i + Gyg—£ + GZZ—];
(6 -grad)

Bt (G -grad) F = (G- V) F = (¢ grad)
(G- grad) F,

RELATIONS ENTRE LES OPERATEURS :

div de rot : div(rotF) = 0
rot de grad : rot(grad f) =0
rot de rot : rot(rot F) = grad(divF) — AF
div de grad : div(grad f) = Af
Autres relations :
grad(fg) = f gradg + g gradf div(f G)=fdiv G+G. grad f
rot(f G) = f rot(G) + grad(f) A G div(FAG)= G. rotF- F. roiG

m(ﬁ A 5) = div(@) F —(ﬁ : grad) G — div(ﬁ) G +(5 : grad) F
grad(ﬁ . 5) = FA m((?) + (ﬁ' . grad) G+ GA rTf(ﬁ) + (5 . grad) F
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OPERATEURS EXPRIMES DANS LES DIFFERENTS SYSTEMES DE COORDONNEES :
expression en expression en expression en
Opéra- cartésiennes cylindriques sphériques
teur | base (U, Uy, Uy) base (i, g, Uy) base (U, Ug, Uy )
of of of
ax ar ar
grad f of 191 191
ady r 060 r 060
of o 1 of
9z 0z rsinf d¢
divF |OF OF 0F | 10Gk) 10F, OF | 10(’F) L1 0Fsing) 1 a(F,)
dx dy 0z | r Or r d8 @ 0z r2  or rsinf 00 rsinf d¢
0F, OF, 1 0F, 0F, 1 9(F,sin6) 1 0(Fp)
E_E r oo oz rsin 6 a0 ~ rsinf dp
rotF | 0F 0F oF. 0K 1 a(F) 10(rF,)
9z  ox 0z or rsinf dp r or
0F, _ 0F 10GFy) _10F 10(rFg) 19(F,)
ox 0y ror r 06 r ar r 46
°f 9*f 9 | 10, of\ 109*% 0°f 10 /,0f 1 90, _0Of
—t =t | ——\r— )t +— ——|\r"—|+>——===\sinf —
A f dx? ay2 07> ror ( ar) r2 96% 072 r? or ( aT) r?sin6 06 ( 69)
1 9°f
* r2 sin’ 6 6_<p2
AE,
AF AF, rien de simple rien de simple
AFE,




