LyciE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2024-2025

DEVOIR MAISON 1 - Sur les polynomes

Corrigé

EXERCICE 1 - ETUDE D’UNE FORME LINEAIRE - SOURCE : E3A MP 2021

1. Notons Py =1 et pour tout k € [1,n], P, = X* (X -1).

On a pour tout k € [0,n], deg(Py) =k < n.

Ainsi, la famille 8 = (R, ..., P,) est une famille de R,,[ X], libre car constituée de polynémes non
nuls de degrés deux a deux distincts.

De plus, Card(#) =n + 1 = dim(R,[X]).

On en déduit que :

2 est une base de R, [ X].

2.(a) L’application ¢ est définie de R,,[ X ] dans R (pour tout P € R, [X], P est une fonction continue
1

sur le segment [0, 1] donc 'intégrale f P(t)dt est bien définie).
0
Soit (Pl,PQ) € RH[X] Soit AeR. On a:

P(AP+Py) = fol()\PﬁPQ)(t)dt: fol()\Pl(t)+P2(t))dt= )\/:Pl(t)dHfOlPQ(t)dt:)\go(Pl)+<p(P2)

par linéarité de 'intégrale.
L’application ¢ est donc bien linéaire.
Ainsi :

¢ est une forme linéaire sur R, [ X].

2.(b) Comme ¢ ¢ Z(R,[X],R), on sait que Im(y) est un sous-espace vectoriel de R. Comme R est

de dimension 1, Im(y) est de dimension 0 ou 1.
1

On a de plus ¢(1) = f 1dt = 1 # 0 donc ¢ n’est pas application nulle donc rg(p) # 0 d’ou rg(p) = 1.
0
On a donc Im(¢) c R avec dim(Im(y)) =1 = dim(R) d’ou :

Im(yp) = R.

Par le théoreme du rang, on a :
dim(Ker(p)) +8(p) = dim (R, [X])

donc
dim(Ker(y)) = dim(R,[X]) -rg(¢) =n+1-1=n.

Donc :

dim(Ker(y)) =n (et Ker(y) est un hyperplan de R,[X]).
3.(a) Par I’énoncé, v est une application de R,[X ] dans R[X].
Soit (P, Py) € R,[X]. Soit A € R. On a pour tout z € R :
(G(APy + Py))(2) = fox(m + Py)(1)dt = /:()\Pl(t) + Py(t))dt = /\];Pl(t)dm fong(t)dt
= MW(P) (@) + (U(Po)) () = (M(Pr) + 9 (Py)) ()

par linéarité de 'intégrale.
On en déduit que (AP + P2) = \(Py) + ().
Ainsi :

‘l’application Y est linéaire.‘
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3.(b) Comme (1, X,..., X") est une base de R,[X] (c’est la base canonique de R,[X]), on a :

Im(¢) = Vect(¢(1), ¥ (X), ..., »(X")).

Soit k € [0,n]. On a pour tout z € R :

1 T
) k k1| _ k+1
(Y(X*))(2) = ftdt—[ Tt ]0 7
1

Xkﬂ.
k+1

On en déduit que ¥(X*) =

Ainsi :

1 1
I = Vect(X, = X?,..., —=X"").
m(©) = Veet(X, 5 X%,..., ——X"*1)

On en déduit (par propriété de Vect) que :

Im(2)) = Vect (X, X2,..., X" 1),

3.(c) Soit P € R,[X]. On a par définition, (¢(P))(1) = /01 P(t)dt = p(P).

On a ainsi les équivalences suivantes :
PeKer(p) < ¢o(P)=0< (w(P))(l) =0 < 1 est une racine de ¢¥(P) < X -1 divise ¢(P).

Montrons maintenant ’équivalence demandée par double implication.
On suppose que (P) € Vect(X (X -1),..., X" (X -1)).

Ainsi, il existe (ay,...,a,) € R" tel que ¥(P) = > ap X*(X -1) = (X -1) ) arX), donc X - 1| (P).
k=1 k=1
Par ce qui précede, on en déduit que P € Ker(y).

On suppose que P € Ker(yp).

Donc par ce qui précede, X — 1| (P).

Par ailleurs, on a (¢/(P))(0) = 0 (par définition de ) donc 0 est une racine de 1)(P) donc X |1(P).

On en déduit que X (X - 1)[(P).

D’apres la question 3.(b), on a Im(¢) c R,,1[X] donc ¢(P) est un polyndéme de degré inférieur ou

égal a n+ 1.

On en déduit qu’il existe R € R,1[X] tel que ¥(P) = X(X - 1)R donc il existe (ag,...,a,-1) € R"
n—1

tel que Y(P) = X(X - 1) Z apX* = Z ap XX - 1).

Ainsi, ¢ (P) eVect(X(X 1) X”(X 1)).

On a donc prouvé I’ equ1valence

PeKer(p) < ¢(P)eVect(X(X -1),...,X"(X -1)).

3.(d) Soit P € Ker(v).
Par la question précédente, il existe (a1,...,a,) € R™ tel que ¥(P) = Y @, X*(X - 1).
k=1

On a donc pour tout x € R :
[ P(t)dt = > apz®(z - 1).
0 k=1
En dérivant, on obtient alors par le théoreme fondamental de I'intégration que pour tout z € R :

P(z) - éak(mk-l(gﬁ C1) 4t = éak((k‘ 1)k -kt ).

On en déduit que P € Vect((k+1)X* - kX 1 1<k<n).
Posons pour tout k € [1,n], Ry = (k+1)X* — kX*-1.
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On a donc prouvé I'inclusion Ker(y) c Vect(Ry, ..., Ry,).

Or, la famille (Ry,..., R,) est libre car constituée de polynomes non nuls de degrés deux a deux
distincts (pour tout k € [1,n], deg(Ry) = k).

On en déduit que dim(Vect(Ry,...,R,)) = Card(Ry,..., R,) =n =dim(Ker(y)) d’apres 2.(b).

On en déduit que Ker(y) = Vect(Ry,...,R,) et la famille (Ry,...,R,) étant une famille libre et
génératrice de Ker(y), on en déduit que :

(Ry,...,Ry,), ou pour tout k € [1,n], Ry = (k+1)X* - kX*1 est une base de Ker(yp).

4.(a) On sait que dim(2) = dim(R,[X]) x dim(R) = (n+1)x1=n+1.

‘,%” est un espace vectoriel de dimension n + 1. ‘

4.(b) La famille (¢, ...,%,) est une famille de J# de cardinal n + 1 = dim(J7).

11 suffit donc de montrer que cette famille est libre pour prouver que c¢’est une base de J7.

Soit (Ao, ..., An) € R tel que Z Aty = 0, Clest-a-dire pour tout P € R,[X], Z M (P) =0 ou
k=0 k=0

encore pour tout P eR,[X]:
p(k)(o)

i =0 ().

Soit j € [0,n]. Posons P = X/.
Pour tout k€ [0,n], on a :

i1
P(k){j(j—l)...(j—k’+1)Xjk j]- Xt sik<

0 sik>7g
donc
! 0Fk=0 sik<jy
Py =1 =) D e POO [0 sikEj o
= j! Sik:j k! 11 Si/{i=j = Ok,j-
0 sik>yg
P (0)

On en déduit que Z Ak o = \; d’ott avec (*), A\; =0.
Ainsi, la famille (wo, ...,y est libre donc :

(Yo, - .. ,1,) est une base de 2.

4.(c) Comme @ € JZ, il existe (Ao, ..., A\,) € R tel que ¢ = Z AWy c’est-a-dire pour tout P € R, [ X],
k=0
P®) (0)

p(P) = ZM

Soit j € [0,n]. En posant P = X7, on a vu que Z)\kp(];(()) A;j donc \; = p(X7).
On a : | . L . .
go(X])zf tﬂdt:[,—tﬂ“] - dou = ——
0 j+1 0 j+1 j+1
Alinsi :
21
:,;)k+1wk




EXERCICE 2 - UNE SUITE D’APPELL - SOURCE : CENTRALE TSI 2024

A.1. Soit P e R,[X].

On sait que les polynoémes P et P(X+1) appartiennent a R, [ X] (puisque deg(P(X+1)) = deg(P) <n)
donc par combinaison linéaire, ¢, (P) = 2P(X) - P(X + 1) appartient a R,[X] (puisque R,,[ X ] est
un espace vectoriel).

Ainsi, ¢,, est une application de R,[ X ] dans R,[X]. Montrons maintenant que ¢, est linéaire.

Soit (P,Q) € R,[X]. Soit A e R.

Ona:

On(AP+Q)=2AP+Q)(X)-(A\P+Q)(X +1)=2(AP(X)+Q(X))-(A\P(X +1)+Q(X +1))
S OAP(X) +2Q(X) = AP(X +1) = Q(X +1) = A2P(X) = P(X +1)) +2Q(X) - Q(X +1)
:‘A¢n(}))+'¢n(c2)

Ainsi :

©n est un endomorphisme de R, [X].

A.2. Montrons que Ker(y,) = {Or,[x]}-

Soit P € Ker(yy). On a ¢,(P) = Og,[x] donc 2P(X) = P(X +1).

Raisonnons pas I'absurde. Si P n’est pas le polynéme nul, en notant d son degré et ay son coefficient
dominant, on obtient 2ay = a4 (en regardant les ccefficients en X<¢ dans I'égalité précédente) d’on
aq =0, ce qui est absurde. On a donc nécessairement P = Og,[x].

On en déduit que :

‘ n, est injectif. ‘

A.3. Comme ¢, est un endomorphisme injectif de R,,[X], espace vectoriel de dimension finie, p,, est
bijectif.

Par conséquent, tout élément () de R,[X] admet un unique antécédent par , dans R,[X], ce qui
est en particulier vrai pour @) = X™.

Ainsi :

il existe un unique polynéme P de R,[X] tel que ¢, (P) = X" c’est-a-dire 2P(X) - P(X +1) = X"

B.1. Pour n = 0, P, est 'unique polynéme de Ry[X | vérifiant 2P, (X ) - Fy(X +1) = 1. Il est clair que le
polynoéme constant égal a 1 vérifie ces conditions donc Py = 1 (par unicité) donc deg(Fy) = deg(1) = 0.
Considérons maintenant le cas ou n € N*.

On sait que P, € R,[X]. Raisonnons par ’absurde en supposant que deg(P,) <n - 1.

Par combinaison linéaire de deux élements de R,,_1[ X ], 2P, (X) - P,(X + 1) € R,_1[X] ce qui est
absurde puisque 2P, (X) - P, (X +1) = X"

Ainsi :

deg(P,) =n.

24n 2+n n 1
B.2. Ona lim = lim —— =0 par croissances comparées (car In2>0) donc —= o ||
k—+oo 2K k—+oo ekIn2 2k kestoo \ k2

1 1
On a de plus pour tout k € N*, 72 >0 et la série Z - converge (série de Riemann avec 2 > 1).
k>1
Par comparaison, on en déduit que :

n
la série ];) ok converge.
>

B.3. Par définition de P,, on a pour tout = € R, 2P,(x) - P,(xz + 1) = 2" donc en particulier, pour
tout k€N, k7 =2P,(k) - P,(k + 1) donc en divisant par 2%, on obtient :

ko Pu(k)  Pu(k+1)

ok~ 9k-1 ok




n
On sait que la série Z S converge (question B.2) donc on obtient par somme :
k>0

o2 fn 2P (k) Pn(k+1)) P,(0) . Py(k+1) ) )
- = _ — -1 / al te)
kZ:(:) oF ];)( k-1 o ST v (série télescopique convergente)
(k+1)4 k4
Comme pour tout d € N, S b OF P 0 par croissances comparées, on en déduit par combi-
—+o00 —+00
. o . Py(k+1)
naison linéaire que lim ———= =
k—+o00 9k

L’égalité ci-dessus donne donc 2F,, = 2P, (0) d’ou :

P.(0) =

B.4. Par définition de P,,1, on a 2P,,1(X) — P (X +1) = XL
En dérivant, on obtient 2P/, (X)-1x P’ (X +1)=(n+1)X" d’ou en divisant par n+ 1 :

n+1 n+1
P’ P’
“n+l (X) “n+l (X-i-l) Xn

/

P
De plus, P41 € R, 1[X] donc Lﬂl e R,[X].

n+
’

P
Par unicité dans la définition de P,, on en déduit que —L = P, d’ou :
n+1

=(n+1)P,.

n+1

B.5. Commencons par prouver par récurrence que pour tout n € N :
n!

P
(n—k) "™*

Initialisation : La propriété est vraie au rang n = 0 puisque dans ce cas, on a aussi k =0 et les deux
membres de ’égalité donnent F.

Hérédité : Soit n € N tel que pour tout k € [0, n], P =

Vk e [0,n], PP =

n!
—k)‘Pn—k

Soit k € [1,n + 1]. En dérivant k — 1 fois 1'égalité P!, , = (n+ 1)P,, on obtient :

n+1

n!

Pl = (e DR = (o ) gy P

n+l —

par hypothese de récurrence puisque k -1 € [0, n].
On en déduit 1’égalité souhaitée :

1)1
pk) _ (n+ P, ™
n+l — ((n N 1) _ k)' (n+1)-k

Reste a remarquer que ’égalité est bien vraie dans le cas ou k =0, les deux membres donnant P,,;.
On a donc bien obtenu le résultat annoncé par récurrence.

En appliquant la formule de Taylor au polynéme P, € R,[X], on obtient :

P = Z

par ce qui précede. En utilisant la question B.3., on en déduit que :

o5

k=0

P“‘)(O) noopl
— P, (0)X*
,;]k!(n—k)! +(0)




EXERCICE 3 - POLYNOMES SCINDES SUR R - SOURCE : MINES PC 2021

1. Les racines complexes du polyndmes X3 — 1 sont les racines cubiques de I'unité : 1, j = e%7/3 et 52
Le polynéme X3 -1 admet donc une racine complexe non réelle (j par exemple).
Ainsi :

‘le polynéme X3 — 1 n’est pas scindé sur R. ‘

Ona X3-2X2+X=X(X?2-2X+1)=X(X-1)2

Le polynéme X3 -2X? + X peut donc s’écrire comme un produit de polynémes de R[X] de degré 1
(a savoir X, X -1 et X — 1) donc il est scindé sur R.

On peut aussi le justifier en précisant qu’il admet 0 pour racine de multiplicité 1 et 1 pour racine de
multiplicité 2 donc ce polynome de degré 3 admet 3 racines réelles comptées avec leurs multiplicités.
Ainsi :

‘le polynome X3 - 2X? + X est scindé sur R.

2.(a) Comme P est un polyndéme de degré n, il peut s’écrire :
n
P= Zaka ott (ag,...,a,) e R avec a, # 0.
k=0

On a alors pour tout x € R* :

n k n n
Q(z) =2"P(1/z) =2" ) ax (1) => ap"F = a, 1t
k=0 \T k=0 =0

en effectuant le changement d’indice £ =n — k.
En prolongeant la fonction @) par continuité en 0 (c’est-a-dire en posant naturellement Q(0) = a,,), on
obtient que Q(X) = Z a1 X¥ =, +ap 1 X+ +a; X" +apX™ est un polyndme de R[X] de degré

k=0
inférieur ou égal a n.

Son degré d est défini par :
d =max{k € [0,n], an-r #0} =n—min{l € [0,n], a, # 0}.

D’ou en notant v = min{¢ € [0,n], a; # 0} (v est appelé la valuation de P), on a d =n—wv et le
ceefficient dominant de @) est a,_q = a,.
Ainsi :

Q) est un polyndéme de R[X], de degré n —v et de coefficient dominant a, ot v est la valuation de P.

2.(b) On suppose que P est scindé sur R.

Soit z une racine complexe du polynome Q).

On a nécessairement z # 0 (car Q(0) = a,, # 0) et donc Q(z) = 2" P(1/z).

Comme 2z"P(1/z) =0 avec z # 0, on a P(1/z) =0 donc 1/z est une racine du polyndéme P.

Comme P est scindé sur R, on en déduit que 1/z est un réel z (non nul) donc z = 1/z est un réel
également.

Toutes les racines complexes du polyndéme ) étant réelles, on en déduit que () est scindé sur R.

On a ainsi prouvé que :

‘si P est scindé sur R alors () est scindé sur ]R.‘

3. On suppose que P admet au moins n — 1 racines réelles (non nécessairement distinctes) que 1'on

note aq, ..., Q1.
n—1 n—1

Alors le polyndme P se factorise par [ [(X - ay) c’est-a-dire qu'il existe @ € R[X] tel que P = [ (X - ax) Q.
k=1 k=1



n—1

Comme P est de degré n et H(X —ay,) est de degré n -1, le polynéme () est nécessairement de
k=1

degré 1.

Ainsi, P s’écrit comme un produit de polynémes de R[X ] de degré 1 donc il est scindé sur R.

On a ainsi prouvé que :

si P admet au moins n — 1 racines réelles (non nécessairement distinctes) alors P est scindé sur R.

4.(a) Théoréme de Rolle :

Soit (a,b) € R? avec a < b. Soit f une fonction définie sur [a,b] et a valeurs réelles.

On suppose que f est continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[ et qu’elle vérifie f(a) = f(b).
Alors il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

4.(b) On suppose que P est scindé sur R a racines simples.

Ainsi, P admet n racines distinctes que 1'on note aq, ..., a, en supposant a; < - < q,.

Soit k € [1,n - 1]. Comme P est une fonction dérivable sur [ay, ag.1] vérifiant P(ag) = 0= P(ags1),
on en déduit par le théoreme de Rolle qu'il existe ¢ €]a, ary1[ tel que P'(c) = 0.

Les réels ¢y, ..., c,-1 constituent alors n — 1 racines distinctes de P’, qui est de degré n —1 (puisque
P est de degré n > 1).

On en déduit que P’ est scindé sur R a racines simples.

On a ainsi prouvé que :

‘si P est scindé sur R a racines simples alors P’ est scindé sur R a racines simples.

5.(a) Si «v est une racine de P de multiplicité m € N* alors d’apres le cours, on a :
P(a)=P'(a) =--=P™D(a)=0et P (a)+0.

On a donc :
P'(a) == (P')(m_Z)(a) =0 et (P')(m_l)(a) +0

donc « est une racine de P’ de multiplicité m — 1 (en prenant comme convention pour m = 1 qu’étre
racine de multiplicité 0 signifie ne pas étre racine).

5.(b) On suppose que P est scindé sur R.
Notons aj, ..., les racines réelles distinctes de P rangées dans l'ordre croissant et my,...,m, leurs
multiplicités respectives.

p
Comme P est scindé sur R, on a Z my = n.

k=1
D’apres le résultat de cours rappelé a la question 5.(a), les réels oy, ..., a, sont des racines de P’, de
multiplicités respectives m; - 1,...,m, - 1.

D’autre part, en raisonnant comme a la question 4.(b), on obtient par le théoreme de Rolle que
pour tout k € [1,p - 1], il existe ¢; €]ay, api1| tel que P'(ex) = 0.

Les réels cy,...,c,-1 constituent alors p — 1 racines distinctes de P’ supplémentaires (si p = 1 alors
cette étape est inutile).

En comptant le nombre de racines de P’ ainsi obtenues avec leurs multiplicités, on obtient au moins :

p p
Y(mp-1)+p-1=>Y my-p+p-1=n-1
k=1 k=1
racines réelles de P’, qui est un polynéme de degré n — 1.

On en déduit que P’ est scindé sur R.

On a ainsi prouvé que :

si P est scindé sur R alors P’ est scindé sur R. |

7



5.(c) Notons P = X6—-X +1. On a alors P'=6X°-1.
1/5 2
Le complexe & e?7/5 est une racine de P’ qui n’est pas réelle (puisque = n’est pas congru a 0
modulo 7) donc P’ n’est pas scindé sur R.
Par la contraposée du résultat obtenu en 5.(b), on en déduit que :

‘le polynome X6 — X + 1 n’est pas scindé sur R. ‘




