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AUTOUR DES FONCTIONS ZETA ET ZETA ALTERNEE DE RIEMANN

A. INTRODUCTION

1
1. Rappeler (sans preuve) quels sont les réels x pour lesquels la série Z — converge.
n>1

_ 1
Pour tout réel = tel que la série Z — converge, on note :
nz1

+ool

)=y —.
(-3~
La fonction ¢ est appelée fonction zéta de Riemann.

2. Soit z € R.

Montrer que la série Z
nxl
Pour tout réel x >0, on note alors :

(1

T

converge si et seulement si x > 0.

La fonction F' est appelée fonction zéta alternée de Riemann.

Ce probleme propose une étude croisée de quelques propriétés de ¢ et F'.
Les différentes parties sont tres largement indépendantes.

U
Pour tout n € N*, on note H,, = Z T On admet le développement asymptotique :
k=1

H,=Inn+~y+ 0 (1) o 7y est la constante d'Euler.

B. CaLcuL DE F(1)

On souhaite déterminer la valeur de F(1).
n-1

1
1. Soit n € N*. En calculant de deux manieres f (Z(—t)k) dt, montrer que :
0 \k=0

no(—1)k-1 1 ¢n
> DT In2+(-1)"* dt
ok o 1+t

2. En déduire que F'(1) =In2.



C. VALEUR DE ((2)

/2
Pour tout n € N, on note I,, = / cos™(t)dt et J, = / % cos™(t)dt.
0

1. Calculer Iy, Jy, I et Ji.
2. Montrer que pour tout n e N, I,, > 0.
n+1
+2
4. (a) Montrer que la fonction t = —sin(t) est convexe sur [0, 5].

3. Montrer que pour tout neN, [,,o = 1,.

En déduire que pour tout t € [0,5], on a t < gsin(t).
2
(b) En déduire que pour tout n e N, 0 < J, < 7TZ(In —Ini).

J,
(c) Montrer alors que la suite (—") converge vers 0.
n / neN

5. Montrer que pour tout n €N, on a :

(n+1)(n+2)J, - (n+2)% ]2
2

In Jn+2 _ 2
I, I (n+2)?

1.9 = puis que

2

6. En déduire que ((2) = %

D. PropUIT DE CAUCHY DE LA SERIE ALTERNEE PAR ELLE-MEME

n—1
On rappelle que le produit de Cauchy de deux séries Z a, et Z b,, est la série Z Cp, OU €y, = Z byt
nx1 nx1 nz2 k=1
Dans cette partie, on veut déterminer la nature, selon la valeur de x, de la série Z cn(x), produit de
n>2

(-1 :
Cauchy de Z — par elle-méme.
n>1 n
Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur ou égal a 2 et x un réel strictement positif.

1. Indiquer sans aucun calcul la nature et la somme, en fonction de F', de la série produit Z cn()
n>2
lorsque = > 1.

1
2. On suppose dans cette question que 0 < z < 3 Montrer que :

n—-1 1 1
= > .
N S Ry G

En déduire que la suite (|c,(z)|)ns2 ne converge pas vers 0.

Qu’en déduit-on sur la nature de la série Y ¢, (z)?
n22

3. On s’intéresse dans cette question au cas x = 1.

(a) Montrer que pour tout k € [1,n - 1], (nl k;) ! (% p— i k)

H,_
En déduire une expression de ¢, (1) en fonction de — L
n

H,_
(b) Déterminer la monotonie de la suite ( . 1) .
n n22

(¢) En déduire la nature de la série Yy  ¢,(1).

n22



E. LIMITE EN +oc0

+00 (_1)7171 1
1. Montrer que pour tout z >0, on a Z — | < ST
= nx T

En déduire la limite de F' en +oo.

2. Lien entre F' et (
Calculer, pour z > 1, F(x) — ((x) en fonction de x et {(x). En déduire que :

F(x) = (1-277)¢(2).

3. En déduire la limite de ¢ en +oo.

F. DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE ( EN 1

On pose pour tout n € N* et z € [1,2] :

1 n+1 dt
Un(l') = % - fn t—z

1. Justifier que, pour n € N* et x € [1,2], on a :

1 1
0<vn(2) < — - ————.
n® (n+1)®

2. En déduire que, pour x € [1,2], la série Z v, () converge.
n>1

+ 00
3. Calculer )" v,(1) en fonction de .
n=1

+00
4. Exprimer, pour z €]1,2], la somme Z v () & laide de ((z) et de 1 - .

n=1

5. Question réservée auz 5/2, résultat admis pour les 3/2 :

+o00 +00
Montrer que lir{l Y va(z) = Y va(1).
z=17 n=1 n=1

6. En déduire que l'on a, pour x au voisinage de 1* :

1
r-1

¢(x) =

+v+0(1)



