Lycée Victor Hugo - Besangon

Algébre - Chapitre 1 : Formalisme et notations
Feuille d’exercices

PCSI2 — MATHEMATIQUES 2024-2025

(‘Exercice 1:

Soit f une fonction définie sur R. Traduire les phrases suivantes avec des quantificateurs :
1. La fonction f s’annule au moins une fois.
2. La fonction f est la fonction nulle.
3. La fonction f s’annule une seule fois sur 'intervalle [0; 1].

4. La fonction f s’annule au moins deux fois sur R.

(‘ Exercice 2 :

Soit 7 un triangle. On considére les propositions suivantes :

A : T est un triangle rectangle.

B :le carré de la longueur du plus grand c6té est la somme des carrés des longueurs des deux plus petits.

On attribue & Pythagore les résultats suivants :

T : Aux triangles rectangles, le carré du c6té qui soutient I'angle droit, est égal aux carrés des deux
autres cotés.

R : Sile carré de 'un des cotés d’un triangle est égal aux carrés des deux autres cotés, I’angle entre ces
cOtés est droit.

1. Traduisez le théoréme T et sa réciproque R en fonction des propositions A et B.

2. Soit ABC' un triangle tel que AB = 3, AC = 4 et BC = 6. Laquelle des deux propositions de
Pythagore utiliseriez-vous pour dire que ABC n’est pas rectangle 7

(‘ Exercice 3 :

Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles.
Que signifient les assertions suivantes pour cette fonction ?

1. 3CeRVz eI, f(z)=C. 6. Jye R, Ve eI,y = f(x).
2.Veel, f(x)=0=x=0. 7. dzx e ILVy e Ry = f(x).
3.VeeLVyel,x <y= f(zx) < f(y). 8. Vx eI, IM € R, f(z) < M.
4 Vel Vyel, flx)=fly)=z=y. 9. IM eR,Vz e I, f(z) < M.
5. Ve e [,3C € R, f(z) =C. 10. VM e R,3x € I, f(x) < M.
{p Exercice 4 :
Soient E et F' deux intervalles et soit une fonction f: F — F.
1. Donner la négation de chacune des propositions 2. Ecrire la contraposée des implications sui-
suivantes : vantes :
A: Yye FAaz € E, f(x)=y. P: z>a= f(x) > p.
B: IM eRy,Vz eR, |f(x)] < M. Q: acA=a<l.
C: Va,ye L f(z)=fly) =z=y. R: z#y= f(x)# [(y)

(‘ Exercice 5 :

Soient x et y deux réels. Montrez que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) zy > 0;
((i) r=00uy=0o0u(xr>0ety>0)ou(z<0ety<O0).

(b Exercice 6 :
Montrez que si x et y sont deux réels tels que xy > 0et x +y >0, alors x > 0 et y > 0.



@Exercice 7

Montrer que pour tout n € N, si n? est pair, alors n est pair également.

(‘ Exercice 8 :

Montrez que si x1,x2,...,x, sont n réels positifs ou nuls, tels que leur somme est nulle, alors pour tout
1€ {1,...,7],}, x; = 0.

@Exercice 9:
Montrez que les deux assertions proposées sont équivalentes :
1. VnGN,n22n et V:EGN,:BQZx.
2. Vne N u, >0 et VneNu,>D0.
3. Ve € RY,3ng € N tel que si n > nog, |up| <e et Ve e RY,3Ing € N tel que si n > ng, |u,| <e/2

(‘ Exercice 10 : quelques récurrences

1)(2 1
1. Montrez quepourtoutnEN*,1-1-224_324_“.”2:”(”"' )6( n+ )

2. On définit la suite (S”)neN par Sgp = 0 et, pour tout n € N, S, 11 = S,, + 2n. Calculer 51, Sy, S3 et
montrer que, pour tout n € N, S,, = n(n —1).

3. Soit (uy) une suite vérifiant pour tout n > 0 que up+2 = 4up1 — 4u,. On suppose que ug = 1 et
uy = 6.
Montrez que pour tout n > 0, u,, = (2n + 1)2"

Up41 + 4uy,

. Déterminez la
3upt1 + 2up

4. Soit la suite (uy,) définie par ug = u; = 1 et pour tout n > 0 par u,42 =
valeur de la suite u,, en fonction de n.

5. Soit (U”)neN la suite définie par vg = 0, v1 = 4 et, pour tout n € N, vy10 = vpy1 + 3v,. Calculer
v9, v3 et montrer que: Vn eN, v, <nb"

6. On considére la suite (wn)neN définie par wo = 0, w; = 1, wy = 2 et, pour tout n € N,
Wpa3 = Wpao + 2wWpa1 + 3w,. Montrer que: VneN, 0<w, <3"



