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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 1

EXERCICE 1 (D’APRES E3A PSI 2005)
A.l.(a) Soit ne N*. On a :

i Ly | 1 n+1 1 1 1
el —Up =y ——-In(n+1)- ) —+lnn=——-1 =— ~In{1+—]).
it == 3 =l 1) = 3o ln= n( n) e n( n)
On connait les développements limités :
L + 0 (z) et In(1l+2x) :c2+0(2)
=l-x x) et In r)=x-— x%).
l+x z—0 2 -0

o1
Comme lim — =0, on a alors :
n—+0oo n

ool o)l
Ups1 —Up=—|1-—+0o|—=]]-|—--=—+0|—=]|]|=——+0|—=].
! n n n n  2n? n? 2n2 n?
On a alors :

1 1 11
~(Ups1—Up) ~ —, Pour tout n € N*, — > 0, La série " =— converge (série de Riemann
2n? 2n? 5S12n?
avec 2 > 1 et constante multiplicative).
Par comparaison par équivalent, on en déduit que la série Z(un — Up,1) converge donc par multipli-
n>1
cation du terme général par —1, on obtient que :

la série Y (up41 —u,) converge.
nxl

A.1.(b) D’apres le cours, la série télescopique Y (ups1 — uy) et la suite (u,),51 sont de méme nature.
nxl

On déduit donc de la question 1.(a) que :

la suite (uy,)ns1 converge.

A.2.(a) La fonction h, est dérivable sur ]0,+oo[ et on a pour tout ¢ €]0, +oo] :

;xt® =In(t) xxt*t 1 -xlnt

/ _t
hx(t)_ 12 T el
Pour tout ¢ €]0, +oo[, t**1 >0 et on a :
1 1/z
l-zlnt>20< rzhnt<l < nt<— < t<e’"

8

On en déduit que :

h, est croissante sur ]0,e/*] et décroissante sur [e}/*, +oo].

A.2.(b) Utilisons la question précédente avec x = 1. La fonction hy est décroissante sur [e, +oo[ donc
sur [3,+oo[ (puisque e < 3).



Soit n > 3. On a donc pour tout t € [n,n+1], hi(t) < hi(n) donc par croissance de l'intégrale (n < n+1
et on intégre des fonctions continues sur le segment [n,n + 1]), on obtient :

[n ")t < fn " () dt = hy(n)(n +1 - 1) = hy(n).

De méme, pour n > 4, comme [n—1,n] c [3,+0o[, on a pour tout ¢ € [n—1,n], hy(n) < hi(t) donc

par croissance de l'intégrale, hi(n) < [ hy (t)dt.
n-1

On a donc établi :

n+1 n
Vn 2 3, f lnit) dt < In(n) et Vn >4, M < f M dt
n n n

n -1t

1 1
A.2.(c) La série Z:(—l)”M est alternée car pour tout n € N* 250,
n n

n>1

1
De plus, la suite (ﬂ) = (h1(n))ns3 est décroissante (car hy est décroissante sur [3,+oco[) et
n n>3

converge vers () par croissances comparées.
L L " , A " »In(n)
Par le théoreme spécial des séries alternées, on en déduit que la série Z(—l) ——= converge.
n>3 n
La nature d’une série ne dépendant pas de ses premiers termes, on en déduit que :

( )

la série Y (-1)" converge.
nx1
[1] On a pour tout neN, n > 2 :
nlnn lnn In2
(-1) =—2>—
n
In2
Pour tout n e N*, — > 0.
n
In2
3| La série harmonique diverge et In2 # 0 donc la série Z e diverge.
n>1

. . iz P - Inn .
Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z — diverge donc :
n>1

la série Z 1)” ) ne converge pas absolument.
n>1

N.B. : On pouvait aussi utiliser la premiere inégalité de la question A.2.(b).
En sommant pour n allant de 3 a N —1 ou N >4, on obtient par la relation de Chasles :

lent Nlnn In2 InN
3

D N

En calculant I'intégrale, on obtient :

n2 InN X lnn
—1N2——132+—+— —
(1w N)? - L) SRS
9 In N
Comme lim —(ln N)? = +o00 et th N~ - = 0 par croissances comparées, le membre de gauche tend
—>+OO —>+00
Mlnn

vers +oo d’ou par inégalité, th Z —— = +400. On en déduit que la série Z — dlverge

otoonm1 M nxl



B.1.(a) Soit ne N avecn>4. On a :

(n(n))? ,  (n(rn-1))* () (n(n))*> (n(n-1))*

n=Op1=t, — ————— —1,_
n = n-1 2 ! 2 7 2 2

Or, on a :

B

Ainsi d’apres A.2.(b) :

Gp = Gy = In(n) - [n 1nTtdif <0.

n -1
On en déduit que :

la suite (a,)ns3 est décroissante.

B.1.(b) Montrons que la suite (ay,),s>3 est minorée.

k+1lnt¢ lnk
On sait que pour tout k > 3, Td

k
Soit n € N, n > 4. En sommant pour k£ allant de 3 a n — 1, on obtient par la relation de Chasles :
[ty Sk
3 -

Or :

dt = mh_, e mn

f”lnt Lo (Inn)* (ln3)2 = lnk_t In2 Inn
3 1 2 2 =k

On en déduit que :

-z

a/n:tn_ 2
2 2 n 2 2 2

2 2 2
(Inn) >ln_2+ln_n_(ln3) >ln2_(1n3)'

Ainsi, la suite (a,),s4 est décroissante et minorée donc par le théoreme de la limite monotone :

la suite (a,)ns3 converge.

B.2.(a) Soit n > 3. En séparant les termes d’indices pairs et impairs, on obtient :
In(2p) ““in(2p+1)

Z( ey 2

b1 2p 0 2p+1

ln(k)

et :
& In(2p) +"Z’:1 In(2p + 1)‘

1 2p 0 2p+1

En sommant, on obtient :

S+t = 3 102P) _ §nIn2 ¢ lnp :mz(z 1) ‘,
p=1 p p=1 p k

Ainsi :

Ay
Vn>3, SQn:tn_th"" Z_ 1Il(2)
k:lk

1 n
B.2.(b) Comme pour tout n >3, t, = a, + ( n2n) et Z 7 = Un +Inn, on obtient :

G ) ( , (In(2n))?

5 5 ) + (u, +1Inn)In(2).



En développant (In(2n))? = (In2 +1nn)?2, on obtient :

(In(2))?
)- =

Son = Gy — A2y + Uy In(2

3. On sait que la suite (ay,),>3 converge. La suite extraite (ag,),>3 converge vers la méme limite donc
par linéarité, la suite (a, — as,)ns3 converge vers 0.

On sait par ailleurs que la suite (u,),>1 converge vers -.

On en déduit que :

2
lim Sy, = vIn(2) - @

Par définition, la suite (S, ),>3 converge vers S donc la suite extraite (S, )n>3 converge aussi vers S.
Par unicité de la limite, on en déduit que :

(In(2))*
=

S =vIn(2) -

EXERCICE 2 (D’APRES E3A PSI 2016)

2n
1.(a) Par décalage d’indice, on a Z Qy = Z — donc il s’agit d’une série exponentielle.

nxl n=0
Par le cours, on en déduit que :
+ 00
2 =’
a, converge et a pour somme » a, =e".
nxl n=1

1.(b) On s’intéresse a la suite des sommes partielles de la série Z by,.
nxl

Soit N e N avec N > 1. On a par linéarité :

on-1 2n) ]2\/: on-1 N nan
= n —_ [

n; Z:: ((n D nl

Par décalage d’indice, on a alors :

N N-1 (n + 1)2n N n2n N-1 n2n N-1 2n N nan
b, = - = =N =
En simplifiant la premiere et la troisieme somme, on obtient :
Jz\’: N12” 0><20 N2N_N‘12” 2N

N-1 on

Or, on sait que Nlim — = e? (série exponentielle avec décalage d’indice sur la suite des sommes
—+o00 —~ N!
n=0

partielles).
N oN-1
On a également NIEPOO N 0 (terme général d'une série convergente) donc on a aussi IEPOO N1 =0
(par décalage d’indice) et donc ILIPOO ( NQNl)' 0 (en multipliant par 2).
Ainsi :
Z b, — ¢

n—+00o



On en déduit que :

+ 00
la série Z b, converge et on a Z b, = e>.
n>1 n=1

1 n

2.(a) Par décalage d’indice, on a Z ay = Z (—) donc il s’agit d'une série géométrique de raison
n>1 n20

1/2 €] = 1,1[ donc elle converge et on a :

+ 00 +00 1n 1
;an=z(§) -2

1
n=0 2

La série Z a, converge et sa somme vaut 2.
n>1

2.(b) Le produit de Cauchy de la série Z " avec elle-méme est la série Z w, ou pour tout n € N,

n20 n20
n n
wy, =Y ah" =3 2" = (n+1)z". Clest donc la série Y (n+1)z" =) na" .
k=0 k=0 n>0 n>1
+00 1
Comme |z| < 1, la série géométrique Z 2™ converge absolument et sa somme vaut Z "= T
- -
n20 n=0

1

Par produit de Cauchy, on en déduit que la série Z nx" " converge absolument (donc converge) et

n>1

qu’on a :

Ainsi :

+oo + 00 2 1
La série Z nz™ ! converge et Z nx" = Z x"

n>1 n=1

2.(c) On a pour tout n € N* :

1 n—-1
Comme 1/2 €] - 1,1[, d’apres la question précédente, la série Z n (5) converge et on a :
nz1

Snls) = i

Ainsi par linéarité :

+o00 1
la série Z b, converge et on a Z b, = 5 x4 =2,
nx1 n=1

1
3.(a) Considérons la fonction f :t et Elle est continue et décroissante sur [2,+oo[ (car les
n

fonctions t — ¢ et ¢ — Int sont croissantes et positives sur [2,+o0[ donc par produit, ¢ — tlnt est
croissante sur [2,+oo[ & valeurs dans R* donc son inverse est décroissante sur [2,+oo[).

1 k+1 1 1
d tout keN, k32 <[ df € ——.
On a done pour tout ke N, k22, Zomsa immay < o e S T

Soit n € N avec n > 3. En sommant les inégalités pour £ allant de 2 a n — 1, on obtient :

n—-1 1 n—1 k+1 1 d n-1 1
< —dt < .
Z(k+1)ln(k‘+1) ,;2/1; tint ,Z:lenk:

k=2




noo1
En notant S,, = Z on a :
fi=2

— kink’

1 1 (| 1

n-1 1 n
- =S, - ——— et - S, .
kz:;(k+1)ln(k+1) ,;klnk om2 A knk ninn

Par la relation de Chasles, on a :

nf f T Lges [ [In|In¢]]5 = In(Inn) - In(In 2)
i Jk  tint Jo Int 2~ .
On a donc : ) 1
- <In(lnn) - In(In2) < S, - .
Sh 5o n(lnn) -In(In2) < S -
Ainsi :
In(lnn) - In(In2) + <S,.
nlnn

) = +00, on en déduit par inégalité que lim S, = +oo.

n—>+00

Comme lim (ln(ln n) —In(In2) +
n—>+0o n]_nn
Comme la suite de ses sommes partielles diverge, on en déduit que :

la série Z a, diverge.
nz1

3.(b) On a pour tout n e N, n>2 :

) :n( 1 1 ): 1 n

" nlnn (n+1)In(n+1)) Inn (n+1)In(n+1)
(n+D)I(n+1)-nlnn _ nln(l+;)+In(n+1)
~ (n+1D(Inn)In(n+1)  (n+1)(Inn)ln(n+1)

1 1
Comme lim —=0,onaln(l+2)~=1doncnln(l+2)~1donc lim nln(l+—)=1.
n—>+00 n

n—>+oo n,

Comme lim In(n+1) = +oo, on en déduit que nln(1+ =) = o(ln(n + 1))

n—+o0o
Ainsi, nln(1+ 1) +In(n+1) ~In(n +1).
In(n+1) 1
n(lnn)ln(n+1) nlon’

On en déduit que b, ~

D’ou :

1

nlnn’

3.(c)Ona:|1]b, ~ay, Pour tout n € N*, a,, 20, La série Z a, diverge d’apres 3.a).

nx1

by, ~

Donc par comparaison par équivalent, on en déduit que :

la série Z b, diverge.

n>1

4.(a) Soit n € N*.
Par décroissance, on a pour tout p € [n+ 1,2n], a, > ag,.

2n 2n
Par somme, on en déduit que Z ap > Z A -
p=n+1 p=n+1

2n
On somme un terme constant donc Z ag, = (2n = (n+1) + 1)ag, = nag,.

p=n+1
Nagy, S Up.

6

Ainsi :



4.(b) On a pour tout n € N*, 0 < nag, < u,.
De plus, on a pour tout n € N*, Up = Aoy — A,

+o00
Comme la série Y a,, converge, par définition, la suite (A, ),>1 converge vers Z Q.-

n=1
+0oo

La suite extraite (As,),s1 converge donc également vers Z Q-
n=1

Par suite, on a lim u, = Zan Zan—O

n—+oo

Par le théoreme de hmlte par encadrement on en déduit :

lim nas, =0.

n—+oo

4.(c) D’apres la question précédente, on a lim 2nas, = 0.

n—>+oo

Montrons qu’on a également 11r+n (2n + 1)agn,1 = 0.
n—>+oo
On a pour tout n € N*| (2n+ 1)ag,s1 = 2nasn.1 + Gonyi1-

Par décroissance, on a pour tout n € N*, 0 < nag,;1 < nas,.
Comme lim nas, =0, on obtient par encadrement hm Naop+1 = 0.

n—+ 00 n—+

Comme la série ) a,, converge, on a lim a, =0 donc hm aons1 = 0 (suite extraite).

n—+00 n—+

On en déduit que hr+n (2n + 1)ag,,1 = 0.
Par propriété des suites extraites d’indices pairs et impairs, on en déduit :

lim na, = 0.

n—>+00

4.(d) La série " (na, - (n+ 1)an+1) est une série télescopique.
nxl
Comme la suite (na, )y« converge d’apres la question précédente, on en déduit que :

la série Z(nan -(n+ 1)an+1) converge.
nz1

4.(e) On a pour tout n e N* :
by = n(an — aps1) = nay — (N + 1)aps1 + Qpyt-

D’apres la question précédente, la série Z(nan -(n+ 1)an+1) converge.
De plus, la série Z Gpi1 = Z a, converge par hypothese.

nz1 n>2
Par linéarité, on en déduit que :

la série ), b, converge.

4.(f) Pour tout n € N*, on a par télescopage :

n n n+1
Sobe =Y (kar - (k+1)ag.) + Z g1 = a1 — (n+ D) aper + ) ap = Appr — (n+ 1)1
k=1 k=1 k=1 k=2
+00
Or, lim A,,;= lim A, Z a, (série convergente, décalage d’indice) et hm (n+ Day1 =0 (déca-
n—>+00 n—+oo =

lage d’indice).
On en déduit que hm Z by, = Z Q-

n=1
Ainsi :

+o00

Z ay, = io b,,.
n=1

n=1




5.(a) Soit (m,n) e N2 avec 1 <m < n.
On a comme vu a la question 4.(f) : B, = Api1 — (n+ 1)ap,.
Par décroissance, on a :

n+1 n+1
Z ay > Z a1 =(n+1-=(m+1)+1)a,, cest-a-dire A1 — A 2 (m—m+ 1)ap..
k=m+1 k=m+1

On en déduit A, 11 — (n+ 1)aps = Ay — Maps-
Ainsi :

‘ Bn 2 Am —Map+1-

5.(b) Soit m € N*. D’apres la question précédente, on a pour tout n > m, B, > A, — Ma,,.

+00o
Comme la série Y b, converge, on a lim B, = Z b, et on a également par hypothese, lir+n (piq =0
n—>+oo n=1 n—>+0o0o
donc par passage a la limite n — +oo dans I'inégalité précédente, on obtient :

+o00

Y by > A

n=1

On en déduit que la suite (A, )ms1 est majorée.
La série Y a,, est une série a termes positifs dont la suite des sommes partielles est majorée.
On en déduit que :

la série Z a, converge.
n>1




EXERCICE 3 (D’APRES CCINP MP 2002, E3A PSI 2003, CENTRALE PC 2024)

A.1. On suppose que le produit infini H u, converge vers un réel £ non nul.
nzp
Notons que pour tout n € N avec n > p, P, # 0 en tant que produit (fini) de réels tous non nuls et on
a:
Pua HZ:; U,

= = Upy1-
Pn HZ:p s n+1
On a par définition lim P, =/ et par décalage d’indice, on a aussi lim P,,; = ¢ donc par quotient,
P.. ¢
uisque £ € R*, on a lim ——= =-=1.
p q n—>+oo Pn £
On a donc lim wu,,; =1 d’ou par décalage d’indice, lim wu, = 1.
n—>+oo n—>+00

Si le produit infini H u,, converge vers un réel non nul alors la suite (u, )ns, converge vers 1.
nzp

A.2. On a pour tout ne N avec n>p, P, = Huk >0 avec pour tout k € [[p,n], ux >0 d’ou :
k=p

m(P,) = g:ln(uk).

*x On suppose que le produit infini H u, converge vers un réel £ non nul.
nzp
On a donc lim P, ={ avec £ > 0 (la limite étant positive en tant que limite d’une suite de termes

n—>+00

positifs, et non nulle) donc par continuité de la fonction In sur ]0, +oo[, lim In(P,) =In(¢).

On en déduit que la suite (Z ln(uk)) converge ce qui signifie que la série )" In(u,) converge.
nzp

k=p nzp

*» Réciproquement, on suppose que la série Z In(u,) converge.
nzp
Cela signifie que la suite (In(P,))ns, converge vers un réel .
Par continuité de la fonction exp sur R, on en déduit que lim P, = e’ et ef 0.

n—+oo

On en déduit I'équivalence :

le produit infini H u, converge vers un réel non nul si et seulement si la série Z In(u,) converge.
nzp n2p

A.3. » On suppose que le produit infini [J(1+u,) converge vers un réel non nul.
nzp
Comme pour tout ne N avecn>p, 1 +u, >1>0, on déduit :
- de la question A.1 que la suite (1 + uy,),s, converge vers 1 donc la suite (uy,)ns, converge vers 0,

- de la question A.2 que la série Z In(1 +wu,) converge.
nzp

Comme lim u, =0, on a In(1+uy) ~ un.
n—-+oo

[2] Pour tout n e N, n>p, u, >0.

La série ) In(1 +w,) converge.

nzp
Par le théoreme de comparaison par équivalent, on en déduit que la série Z U, converge.
nzp
* Réciproquement, on suppose que la série Z U, converge.
nzp

Comme lim u, =0 (terme général d’une série convergente), on a In(1 + u,) ~ w,.
n—»>+oo

[2] Pour tout n e N, n>p, u, >0.

La série ) u, converge.

nzp



Par le théoreme de comparaison par équivalent, on en déduit que la série Z In(1 + u,) converge.
nzp
Comme pour tout n € N avec n > p, 1 +u, >0, on en déduit par la question A.2 que le produit infini

[](1+u,) converge vers un réel non nul.
nzp
On en déduit I'équivalence :

le produit infini (1 + w,) converge vers un réel non nul si et seulement si la série Z u, converge.
nzp n2p

A.4. Reprenons le raisonnement de la question précédente.

Comme pour tout n € N avec n > p, u, +1 >0, on peut de la méme fagon appliquer les questions A.1
et A.2.

On a toujours In(1 + u,) ~ u, donc —In(1+u,) ~ —u, et pour tout n € N avec n > p, —u, > 0.

Par le théoreme de comparaison par équivalent, on en déduit que les séries Z(—ln(l +uy,)) et

nzp
> (-u,) sont de méme nature.
nzp
Multiplier le terme général par —1 (réel non nul) ne change pas la nature d’une série donc les séries

> In(1+uy) et Y u, sont de méme nature d’ott le résultat.
nzp nzp

-1<u,<0.

1
B.1.(a) Utilisons A.4. Pour tout n € N avec n > 2, on pose u, = ——.

n2
1
On a pour tout n > 2, -1 < u, <0 et la série Z (——2) converge car elle est de méme nature que la
n>2

L. . 1
série de Riemann Z:Q —; avec 2>1.
nz
Par la question A.4, on en déduit que :

1
le produit infini H (1 - —2) converge vers un réel non nul.
n>2 n

B.1.(b) Soit n>2. On a :

ﬁ(1-%) ﬁk? 1 H(k: 1)(1<;+1) p

par décalage d’indice. En simplifiant, on obtient :

(- 4)- Lot oa )

2) ;

d’ou :

T - 7
N | —

On en déduit que lim H (1 -
k=2

n—>+00

B.2. Utilisons A.2. Pour tout n € N*, on pose u,, = (1 + z) e

On a pour tout n € N*, u,, >0 et :

2 2
ln(un)zln(1+z)—£=z—x—+o(i)_£:_x_+o(i)
n) n n 2n? n2

car lim — =0.
n—-+oo n,

10




On en déduit que :
1| -In(u,) ~ —

21 P tout n € N*, —
our tout n N o

1
La série . %ﬁ converge (2> 1).

n>1

Par comparaison, on en déduit que la série Z(— ln(un)) converge donc la série Y In(u,) converge.
nx1 nz1

> 0.

Par la question A.2, on en déduit que :

.. . Ty _= .
le produit infini H (1 + —) e = converge vers un réel non nul.
nx1 n

1
B.3. Utilisons A.3. Pour tout n € N*, on pose u,, = —.
n
On a pour tout n € N*, u, > 0.
, 1
Etudions le produit infini H (1 + —).

n>1 n
Pour tout n e N*, on a :

n+1

k
_,g _(n+1)!
k2 ‘
I n!

=n+1 — +o0.

n—+oo

1
Ainsi, le produit infini H (1 + —) diverge donc par la question A.3, on en déduit que :
n

nx1

: : L.
la série harmonique Z — diverge.
nx1

C.1. On suppose que la série Z u, converge absolument.
nzp
On a pour tout n € N avec n 2 p, 1 +u, > 0. Utilisons A.2.

Comme lim u, =0 (terme général d’une série convergente), In(1+u,,) ~ u, donc [In(1+w,)| ~ |u,]|.
n—+oo

Pour tout n e N, n > p, |u,| > 0.

La série ) |u,| converge.

nzp
Par le théoréme de comparaison par équivalent, on en déduit que la série Z |In(1 + w,)| converge
nzp
donc la série Y In(1+u,) converge absolument donc converge.
nzp
On en déduit par la question A.2 que le produit infini H(l +u,) converge vers un réel non nul.

nzp
Ainsi :

si la série ) u, converge absolument alors le produit infini [ [(1 +w,) converge vers un réel non nul.
nzp n2p

C.2 On suppose que la série Z u? converge.
nzp
On a pour tout n € N avec n > p, 1 +u, > 0. Utilisons A.2.

Comme lim w, =0 (terme général d’une série convergente), on a :

n—+00
2

In(1+uy,) =u, - % +o(u?).

11



* La série Z u, converge.
nzp
2

u
* Posons v, = —7" +o(u?).
3

Onavn~—% donc —v,, ~

Pour tout n € N avec n > p, —= > 0.

NPFIES

2
;o - U .
La série ) u? converge donc la série ) - aussi.

nzp nzp
On en déduit par comparaison que la série Z(—vn) converge donc la série Z v, aussi.
nzp nzp
Par somme, on en déduit que la série Z In(1 + u,) converge.
nzp
On en déduit par la question A.2 que le produit infini H(l +u,) converge vers un réel non nul.
nzp
Ainsi :

si la série Z uZ converge alors le produit infini [](1 +u,) converge vers un réel non nul.
nzp nzp

C.3. On suppose que la série Z u? diverge.
nzp
Raisonnons comme a la question précédente. On a :
2
un

In(1+uy,) = u, +v, o v, = 5t o(u?).

* La série Z u, converge.
nzp

1
» On montre comme précédemment que la série " (-v,) est de méme nature que la série > ~u? (car
nzp nzp
2

u
—Up ~ 7” et termes tous positifs) donc divergente (1/2 est une constante multiplicative non nulle).
Précisons que comme il s’agit d’une série a termes positifs a partir d’un certain rang, la suite de ses
sommes partielles tend vers +oo.
On a pour tout ne N avecn 2 p :

n

ki:ln(l +uk) :gjuk - Z(—Uk).

k=p

n n n
Comme | converge et lim Y (-v;) = +00, on en déduit que lim » In(1+wuy) = —oo.
n—+0o n—+o00
k=p n>p k=p k=p

En composant par la limite lim e” =0, on obtient li1+n exp| > In(1+u) | =0 ou encore :

k=p
n

lim [](1+u)=0.

n—>+00 k=p

Ainsi :

si la série Z u? diverge alors le produit infini H(l +u,) converge vers 0.
nzp nzp

Inn

Voh

C.4. Posons pour tout n € N*, u,, = (-1)»
Vérifions que pour tout n € N*, u, > —1.

: . nn
Si n est pair alors u, = — > 0> -1.

vn
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Inn
NG

D’apres son tableau de variation, la fonction hyj, admet un maximum sur ]0, +oo[ atteint en e? qui

Si n est impair alors u,, = — = —hyj2(n) ol hyjy est la fonction définie dans l'exercice 1, en A.2.

2
vaut hyjp(e?) = — < 1. On en déduit que u, > -1.
e

Inn Inn
* La série Z Up = Z(—l)”— est une série alternée car pour tout n e N*, — > 0.

nx1 nx1 \/ﬁ \/ﬁ

. [Inn L . o . Lo

De plus, la suite | —= est décroissante a partir d'un certain rang (car hy/, est décroissante sur
\/ﬁ nxl

[€2, +00[ donc l'entier qui suit e? convient) et converge vers 0 par croissances comparées.

On en déduit par le théoreme spécial des séries alternées que la série Z u,, converge (la nature ne
n>1
dépendant pas des premiers termes).
2 2
In"n In”2 1
* La série Z u? = Z diverge car pour tout n € N avec n > 2, u2 > > 0 et la série Z —
n>1 n>1 n nx1 T

n
diverge d’ou le résultat par comparaison par inégalité.
Par la question C.3, on en déduit que :

I (1 . (-1)n1“72) - 0.
~ (_1)n+1 .

C.5. Posons pour tout n € N*, u,, =

On a bien pour tout n e N* u, > -1.

1

* La série Z Up = Z(—l)"”— converge par le critere de Leibniz car (— est une suite positive,
n>1 n>1 n N/ nx1

décroissante et qui tend vers 0.

* La série Y uf =" — converge (série de Riemann avec 2> 1).
nxl nzl

-1 n+l
Par la question C.2, on obtient que le produit infini H (1 + L) converge vers un réel £ non nul.
n>1 n
Soit n € N*. On a en séparant les termes d’indices pairs et impairs :

Pzn:fﬂ[(1+(_1—k):k”)Zﬁ(1+%)xﬁ(1+—(_1)2p+2):ﬁ2p_1ﬁ2p+2

k=2 p=1 p p=1 2p +1 p=1 2p p=1 2p +1

Par décalage d’indice, on a donc :

n—1 n
[TCr+1) J]2p
p=0 p=2 1
Py, = 22 — ==
[T12» TTG2p+1)
p=1 p=1

1
En tant que suite extraite, on a lim P, =¢ d’ou / = 3

ﬁ(1+w):%.

Ainsi :

n
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