Lycée Victor Hugo - Besancon
Révision d’analyse, équations, récurrence

DM 1

PCSI 2 — Mathématiques 2024-2025

Exercice 1 soit iz 2® — 222 — 5246
1. Trouver un « € R tel que P(a) = 0.
2. En remplagant a par la valeur de la question précédente, déterminez a, b, c € R tels que, pour tout € R

P(z) = (z — a)(awz + bz + ¢)

3. En déduire I’ensemble de définition de la fonction 3 5
f iz — In(z” — 22" — 5z + 6)

1. On observe que P(1) = 0, donc on peut prendre

2. Plusieurs fagon de faire. Le plus fréquent dans vos copie est de procéder par identification. Ceci
ce rédige comme ceci :

D’une part, P(x) = 2 — 22 — 52 4 6 et d’autre part

P(z) = (z — 1)(az® + bz + ¢)
=az® + (b—a)z® + (c—b)x — ¢

al =1
. . . b—a =-2
Par identification, on a donc
’ c—b =-5
—c =6

dota=1,b=—-1letc=—6
Do | P(z) = (z — 1)(2? —  — 6)

On pouvait aussi factoriser directement, soit "de téte", soit via une division euclidienne.

3. La fonction In étant définie sur RY, f(z) existe si et seulement si P(z) > 0.

Or 22 — z — 6 a pour racine —2 et 3 (évidentes, ou via le discriminant), donc on peut écrire que
P(z) = (z —1)(z + 2)(z — 3)

Pour discuter du signe de cette expression, je recommande TRES fortement de faire un tableau
de signes, c’est & dire un truc comme ca :

x |—o0 -2 1 3 +o0
x—1 — - 0 + +
T +2 - 0 + + +
x—3 - - + 0 +
P(z) — 0 + 0 - 0 +
On en déduit immédiatement que f est définie sur ’] —2;1{U]3, 4+o0] ‘

Exercice 2 Résoudre selon la valeur de a € R le systéme suivant :

x4+ 3y + =z
x—y+ 2z
z+ Ty

e
St

On procéde & un pivot de Gauss jusqu’au bout pour pouvoir discuter efficacement du probléme.

z+3y+z =1 z+3y+z =1
r—y+2z =2 —= 4y — z =-1
T+ Ty =a 201 2P 4y — z =a—1
z+3y+z =1

— 4y — z =-1

L3z < L3 — Lo O —

Quelle que soit la valeur de a, le systéme est de rang 2. Il y a maintenant deux cas :



Si a # 0 : la derniére ligne est toujours fausse, le systéme est incompatible. L’ensemble solution
est

Si a = 0: le systéme est compatible et il y a 3-2=1 inconnue secondaire, qui va servir de paramétre
pour exprimer les autres. On peut prendre a priori n’importe laquelle, mais il est plus simple de
prendre y.

En procédant par substitution, il vient alors

z+3y+z =1 x =—Ty
r—y+2z =2 << y eR
T+ Ty =a z =4y+1

On peut alors écrire que I’ensemble solution est ’ S={(-"y,y,4y+1);y € R} ‘

EXerCice 3 Ssoit (un) la suite définie par

ug =uyp =1
Vn € N,upqo = upt1 + L

1. Veérifiez que pour tout n € N,
2n? Py

(n+2)? = = —(n+1)

>0

2. Montrez par récurrence double que pour tout n € N, u, < n?

1. 11 suffit de calculer Iexpression de gauche et montrer qu’elle est positive. il n’y a aucun
intérét ici a travailler via des équivalences comme si on résolvait une équation.

2n2 2n2
(n+2)2—n12—(n+1)2:n2+4n+4—nZQ—nQ—Qn—l
22
=2n+3 — "
n-+2
_ (2n+3)(n+2) — 2n?
N n+2
_Tm+6
 n42
CommeneN,onan>0etdonc™m+6>0etn+22>0.
22
Ainsi pour tout n € N, | (n + 2)% — 12—(71—1—1)220.
n

2. Pour simplifier la discussion, pour tout n € N*, on pose P(n) la proposition u, < n?.
Montrons par récurrence double que pour tout n € N*, P(n) est vraie.

Initialisation : On a déja u; = 1 < 1%, donc P(1) est vraie, et comme uy = uy + up = 2,

0+2
on vérifie également que uy < 22, donc que P(2) est vraie aussi.

Héréditié : Soit n € N*. Supposons que P(n) et P(n + 1) sont vraies, c’est & dire que

Up < n?
{ Ung1 < (n+1)3 (LR.)

C +—2u,, Vhypothese de ré £ 2 <2

omme 4 =u ——Up, othése de récurrence sur u,, garanti que ——u,, < ——,
n+2 n+1 ntotn yp ‘ . n8 q ntoln nto2

et celle sur u, 41 garantit ensuite, par somme d’inégalités, que

2n?

n+2

Unyo < (n+1)% +

2 9 2

2
oo (n+1)%>0, c’est a dire (n+2)* >
n+2

n—+ 2

Or d’apreés la question 1, (n+2)? — +(n+1)?

On en déduit donc que
Upt2 < (n =+ 2)2

Ce qui confirme I’hérédité.

Conclusion D’apreés le principe de récurrence, |Vn € N* u, < n?|.




