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DEVOIR MAISON 2 - Sur les séries

Corrigé

AUTOUR DES FONCTIONS ZETA ET ZETA ALTERNEE DE RIEMANN

1
A.1. Soit z € R. La série Z — est une série de Riemann.
nx1 n®
Ainsi d’apres le cours :

- 1 . .
la série Z — converge si et seulement si z > 1.
nx1

A.2. Soit z € R.

_1 n—1
Siz <0 alors lim (1)
n—+00 n<

1 1siz=0
n—+oo nﬂf +o00 si x < 0.

&)

ne tend pas vers 0 donc la série Z diverge grossie-

()”1

On en déduit que la suite (

n>1 n>1
rement.
: N G O . 1 (1
Si x > 0 alors la série Z —— est alternée car pour tout n € N*, — >0 et la suite | — est
n n n”J/nx1
décroissante et tend vers 0. Lyt
— n—
Par le critere spécial des séries alternées, on en déduit que la série Z ) converge.
Alinsi :
_1 n-1
la série Z converge si et seulement si z > 0.
n>1
n—1 1 (n-1
B.1. La fonction ¢t = )" (~t)* est continue sur le segment [0, 1] donc l'intégrale f (Z(—t)k) dt est
k=0 0 \k=0

bien définie.
On a d’une part par linéarité :

Al (:z_é(—t)k)dt = g(_l)kﬂ thdt = Z( 1)k[ tk+1:| _ "z_:l (]{:_i)lk _ zn: (_12(-1.

0 k=0 =1
N e G
D’autre part, pour tout ¢ € [0,1], on a Z(—t) =T
k=0

(somme géométrique de raison —t # 1).

On a donc également :

1 (n-1 1 4n 11
f S (-t)" dt—/ —dt+( 0yt [ dr et [ ——dt=[ln|1+¢]]} = 2.
0 \i20 o 1+1 o 1+t

Ainsi :

1
=In2+ (-1 "*1/
. (=1) o 1+t

n (_1 k-1
2
k=1

n—>+00

k=1
De plus, comme pour tout ¢ € [0,1], 1+ > 1> 0, on a par positivité puis croissance de l'intégrale (on

abien 0<1) :
ltn+1 1 ¢n+l 1 1 1
‘( )" f ‘_f dt\f tldt = [ t"+2] = .
1+t o 1+t n+2 o n+2

1

no(—1)k-1
B.2. On a déja vu que puisque 1 >0, on a lim Z ( 13 = F(1).




Comme lim

=0, on en déduit par encadrement :
n—+oo q + 2

1 t”+1

- n s s (GDR
lim (-1) dt=0 don lim > . =In2.
k=1

n—+0o o 1+t n—>+oo

Par unicité de la limite, on en déduit que :

F(1)=In2
/2 T T /2 ) /2
C.1. Ona[ozf 1dt:§—0:§et Ilzf cos(t)dt = [sin(t)],’"=1-0=1.
0 0
/2 1 17w 7
On a Ji =f tht:[—t?’]:——:—.
R 31738 " 24

Pour calculer Ji, faisons deux intégrations par parties successives, possibles car les fonctions ¢ — ¢2,
t—sin(t), t —t et t » —cos(t) sont de classe €' sur [0 ”].

12
w2 . /2 2 /2
Jp = / t? cos(t)dt = [t2 sin(t)]o/2 -2 / tsin(t)dt = % -2 ([—t cos(t)]g/2 + f Cos(t)dt)
0 0 0
2 2

SRY A
1 4

Ainsi :

T 3 2
Iy=—=, Jy=—., I1=1¢et J; =— -2.
0 9’ 0 o4 1 et Jq 1

C.2. Soit n € N. La fonction t + cos™(t) est continue sur [0, ], positive car pour tout ¢ € [0, %],
cos(t) > 0 et n’est pas identiquement nulle puisque cos(0) = 1 donc par stricte positivité de 'intégrale,

/2
on en déduit que [ cos™(t)dt > 0.
0

Ainsi :

‘Pour tout ne N, I, >O.‘

C.3. Soit n € N. Comme les fonctions ¢ ~ cos™*1(t) et t = sin(t) sont de classe € sur [0, %], on a par
intégration par parties :

w/2 /2 /2
Lo = fo cos™ ! (t) cos(t)dt = [cos™!(¢) sin(t)]o/ +(n+1) '/0 cos™(t) sin(t) sin(t)dt

=0+ (n+1) '/Oﬂ/z cos™(t)(1 - cos®(t))dt = (n+ 1) (1, = I.2).

On en déduit que :

n+1
10 =
2 n+2

C.4.(a) La fonction f : ¢ = —sint est deux fois dérivable sur [0, 5] et ona V¢ € [0, T ], f”(t) = sin(t) > 0.

On en déduit que |la fonction ¢ = —sint est convexe sur [0, 5] |

I,.

Par conséquent, le graphe de cette fonction se trouve en-dessous de la corde reliant les points d’abs-
cisses 0 et 7 sur I'intervalle [0, 3]. Or, la droite reliant les points d’abscisses 0 et 7 est la droite passant
par les points (0, -sin(0)) = (0,0) et (%,-sin(2)) = (3,-1), c’est la droite d’équation y = —2xz.

On en déduit que pour tout ¢ € [0, %], —sin(¢) < —2¢. Ainsi :

Vie[0,2], t< gsin(t).

C.4.(b) Soit n e N.
2

T
On a pour tout t € [O, 5], 0<t?g R sin?(t) par croissance de la fonction carrée sur R,

2



2
donc 0 < t2 cos™(t) < % cos™(t)(1 - cos?(t)) puisque cos™(t) > 0.

Par positivité, croissance et linéarité de l'intégrale (on a bien 0 < ), on en déduit :

2
0 < Jn < 7TZ([n _ITL+2)'

C.4.(c) Soit n e N. En divisant I'inégalité obtenue par I,, > 0, on obtient :

2 2 2
0<££<1(1—%”)=1(1—n+w= .
I, 4 n+2) 4(n+2)

T
Comme lim ————— =0, on en déduit par le théoreme de limite par encadrement que :
n—+oo 4(n + 2)

. (In
la suite | — converge vers 0.
n / neN

C.5. Soit n € N. Faisons deux intégrations par parties successives, possibles car les fonctions ¢ — t,

1
t = cos™2(t), t — 5152 et t > cos™*!(t) sin(t) sont de classe €' sur [0, Z].

/2 5 ) 72 /2 . )
Iio = [ cos" ™ (t)dt = [t cos™ (t)]o +(n+2) [ t cos™ () sin(t)dt
0 0

1 /2 1 w[2
=0+(n+2) ([§t2 cos™(t) sin(t)] -3 t2(—(n + 1) cos™(t) sin®(t) + cos"+2(t))dt)
0 0
2 1 w2 2 /2
=0+ % / t? cos™ () (1 - cos®(t))dt — nr f t2 cos™ 2 (t)dt
0 0
n+2)(n+1 n+2
L TRSIRNETE Y
d’ou :
(n+1)(n+2)J, - (n+2)%Jh2
In+2 = .
2
2 1 Jy Ty
En multipliant 1’égalité précédente par m, on obtient (17 2)? = ZIQ . - ]n+j
1 I,
Comme A *2 on en déduit
n+2 I,
Jn Jn+2 2

I, Lo (n+2)%

C.6. Soit N € N. En sommant 1’égalité précédente, on a par télescopage :

Iy L Iy Iy

Jz\f: 2 i (Jn N Ine1 Ins Jn+2) _JD N Ji Ina Inse

n=0 (TL+ 2)2 ) n=0 E In+1 - ]n+1 - ]n+2

N 1 N+2 1
P décal d’indi d 1 _— —_—.
ar decalage d'idice, on a de plus 7; (n + 2)2 Z n2

n=2

. J, . o
Comme la suite (I—") converge vers 0, on a par passage a la limite N — +oo :
n / neN

+00 2 2 2
! J0+£:7T—+7T——2:7T——2.
:2n2 ]() ]1 12 4 3



2 2

+00 1
Comme Y — =((2) -1, on en déduit ¢(2) =1+ T 1=
= n? 6 6
Ainsi :

€(2) = —

D. Notons que le produit de Cauchy de I’énoncé n’est pas tout-a-fait celui du cours car les séries sont
ici définies a partir de n = 1.

0sin=0 0sin=0
On le retrouve en posant pour tout n € N, o, = anSlsinn > 1 et B, = b:lsinn 51
(_1)n 1 . (_1)n—1 1
D.1. Si x > 1 alors la série Z converge absolument car la série Z = Z — est une
n>1 n* n>1 n® n>1 n®

série de Riemann avec = > 1.

La série Z cn() est donc le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes donc d’apres
nx2

le cours :
la série Y c,(z) converge (absolument)
n>2
et on a:
+00 1)~ 1 1)~ 1 9
ch(a:)=(2( ) )(Z( ) )z(F(a:)) .
n=2
D.2. On a: L1yt (et
nl (Z1)k-L (=1 )nh-
» — 1) 2
() kzl R ey AT ) Z kw(n K)o
Comme pour tout k€ [1,n - 1] ;>0 ona7§;>0
B ey A SN T T
Ainsi :
=S
" i ke (n-k)®

On a pour tout k€ [1,n—1], on a 0 < k(n - k) < (n-1)? donc comme x > 0, par décroissance de la
fonction ¢ — ¢7% sur R¥, on obtient :

1 N 1
k*(n-k)® i’ (n-1)%"

Par somme, on en déduit :

len ()] 2 :Z;; ﬁ =(n- 1)@ donc ||c,(x)] 2 W

Siz =1 alors on a |c,(3) > 1

La suite (|¢,(5)])ns2 ne peut donc pas tendre vers 0 (sinon on aboutirait & une absurdité par passage

a la limite dans I'inégalité 0 > 1).

Siz < 3 alors comme 22-1 < 0,0ona lim ————— = +oo donc par inégalité, on obtient lim |c,(z)|= +oo.
n—>+00 (TL — 1)21’—1 n—>+00

Ainsi, dans les deux cas, |la suite (|c,(x)|)ns2 ne tend pas vers 0| donc la suite (¢,(2))ns2 non plus

d’ou :

pour O<zx< 2, la série Z Cn(l') dlverge gr0551erement
nz2




3.(a) Soit ke [1,n-1]. On a :

1(1 1 ) 1n- k+/€ 1
—|=+— .
n\k n-k) nk(n-k) k:(n—k)
On a bien :
1 1/1 1
Ln-1], —— =~ (= .
pour tout k € [1,n - 1], =) n(k+n—k)
On a . ( ) . ,
n— 1 117, n— 1 n—
1) = (-1)" ——

k=1 k= 1

En effectuant le changement d’indice ¢ = n — k dans la seconde somme, on obtient :

Sih

I
—_

?
—_
C\ll—‘

Ainsi :

2(~ 1)n" 11

(1) = 205 Loy e
k=1

D.3.(b) Soit n e N avec n>2. On a :

Hn _ Hn—l _ an - (’fl + 1)Hn—1 _ n(Hn—l + %) - (7’L + 1)Hn—1 _ 1 — Hn—l

n+1 no n(n+1) - n(n+1) “n(n+1)
. . -11
Or,sin=2alors1-H, 1=1-1=0etsin>2alors1-H,_; =- ZE
On en déduit : v
Hn Hn—l
- <0
n+1 n
Ainsi :
H,_ , .
la suite ( 1) est décroissante.
n n>2
;. , 2Hn—1
D.3.(c) La série ) ¢, (1) est alternée car pour tout n €N, n > 2, > 0.

n>2
Hn—l

n
D’apres le développement asymptotique admis en préambule, on a :

2
De plus, la suite ( ) est décroissante d’apres la question précédente.
n>2

H, =Inn+o(Inn) donc H, ~Inn

2H,-1 2ln(n-1) 21n(n—1)
n

Par suite,

2In(n-1 . 2H,_
Or, par croissances comparées, hm # =0 donc lim nl

Par le critere spécial des séries alternees on en déduit :

pour z = 1, la série )" ¢,(z) converge.
nz2




E.1. Soit z > 0.

_1 n—1
On a vu que la série Z )

n*
Par le critere de Leibniz, on en déduit I'inégalité suivante :

(-
2T

1
est alternée et la suite (—m) est décroissante et tend vers 0.
n nx1

1
27

\

Z( e

+ 00 —

n-1 1
Or, onaz(l) ’\|F(x)—1|§2—z.

—xIn2

1
Comme lim 5 = lim e =0, on en déduit par encadrement :

xr—>+oo )T xr—+00

lim F(z)=1.

T—>+00

E.2. Soit > 1. Pour tout N € N*, en remarquant la nullité des termes d’indices pairs, on obtient :
ZJ:V 1)n 1 2N 1 2N (_1)n—1 -1 2 N 1

“Zw Loy A

p=1 P

1 -1)»1
Comme x > 1, les séries ) — et L convergent donc par passage a la limite lorsque N — +o00
e . g g

et par propriété des suites extraites, on obtient :

F(x)-((x) =-2"2((x) et on en déduit F(z) = (1 -22)((x).

F(x)

1-z°

E.3. On a pour tout x > 1, 21 # 1 donc ((z) =

Comme lim F(x)=1et lim 21w _ iy ()2 =0, on en déduit que :

T—>+00

lim ((z)=1.

T—>+00

F.1. Soit n e N* et x € [1,2].
Comme la fonction ¢~ # est décroissante sur ]0,+oo[ (car z >0), on a :

1 1 1
Vie[n,n+1], ——<—=< —.
’ "(n+1)r T opr

Par croissance de I'intégrale (on a bien n > n + 1), on obtient :

1 n+1 1 n+l d¢ n+l ] 1
= [ e [T S [T ar- =
(n+1)* Jn (n+1)® n t* Jn 0t ne

1
En retranchant —, on obtient :
nl’

1 1<["+1dt 1<O
(n+1)2 neJun to pro

D’ot en multipliant par -1 :

1 1
e N* €[L,2],0<w, S ST T
pour n , pour € [1,2] vn() nt  (n+1)




F.2. Soit z € [1,2].
1 1

* On a pour tout ne N*, v, () { — - ——.
P (@) n® (n+1)*

* On a pour tout n € N*, v,(z) > 0.

1 1

n® (n+1)*

* La série télescopique Z (
n

puisque z > 0).
Par comparaison, on en déduit :

pour z € [1,2], la série Y v,(z) converge.
n2z1

F.3. On a pour tout NV e N* :

I
—
3
I
—

n

par la relation de Chasles.
Ainsi :

N

1
) converge car la suite (—m) converge (elle tend vers 0
nz1

S va(1) = Hy = [In )] = Hy ~In(N +1) = In(N) + 7+ L0 (1) =In(N+1)

n=1
en utilisant le développement asymptotique donné en préambule.

On a donc :

N—+o00

njzvjlvn(l) :—ln(1+%)+fy+ o (1)

—+00 “—

N
dou lim > v,(1) =1.
n=1

Ainsi :

F.4. Soit x €]1,2]. On a pour tout N € N* :

N N o1 N nl dr N1 N+1 d¢
Zlvn(x)Zz——Z[ t—zZZ——fl .

par la relation de Chasles.
Ainsi, comme z # 1 :

/N+1 ﬁ _ [;t—zH]NH _ 1 1 o
1ttt l-x+1 1 1-x \ (N +1)=1 '

N+1dt 1 N
Comme z > 1, on en déduit lim [ —=- et par définition, lim Z
—+00 J1 1z 1-2 N—+oo =

Ainsi, lim v,(z) =((z) +
N—>+oo

1-z
D’ou :
+ 00 1
pour z €]1,2], Y v, () = ((x) + _—
n=1 -z

= ().



F.5. D’apres la question F.2., la série Z v, converge simplement sur [1,2].
n>1

On note pour tout n e N et z €[1,2] :

+0oo

Ru(z)= ) w(x).

k=n+1

Soit neNet z €[1,2].
En sommant 'inégalité obtenue en F.1. (les séries en jeu convergent), on obtient par télescopage :

=X (1 1 1 1 1 1
0< Ry(2) < — - = - lim — = < :
(@) k§1(k (k + 1)w) (n+1)7 koteo ke (n+1)® n+l
Comme " est un majorant de I'ensemble {|R,(x)|,z €[1,2]}, on en déduit que :
n
1
0< R, < —.
n+1

On en déduit par encadrement que lim |R,|| 02 -,
n—>+00

Ainsi, la série an v, converge uniformément sur [1,2].
Montrons maintenant la continuité des fonctions v, pour tout n € N*.

Soit n € N*.
Pour z €]1,2], v (x) = = - —— [ L Vet un(1) =2 —n(n+1)+1
ur vp(2) = — - - v (1) = = =In(n nn.
Y n®* 1-x\n*! (n+1)*1! n
La fonction v, est clairement continue sur ]1,2]. Etudions la continuité en 1.
; : 1 : -zrlnn -Ilnn
On a bien lim — =lime =e =—.
z—>1nt z-1 n

Posons h=2z-1. On a :

1 1 1 L hn—hinne)
1_1;(“11 (n_l_l):pl)_h(e (& )

= %((1 - hlnn+hgo(h)) -(1-hln(n+1)+ hgo(h)) =In(n+1) —lnn+h20(1)

1 1
donc lim - =In(n + 1) - Inn. Ainsi, la fonction v, est continue en 1.
e=11-x\n*1 (n+1)*1!

On en déduit que la série Zn>l v, est une série de fonctions continues sur [1,2] qui converge unifor-
mément sur [1,2] donc sa somme est continue sur [1,2] et donc en particulier en 1.
Ainsi :

+00 +o00
linlrl+ Y va(z) =Y va(1).
=i n=1 n=1

F.6. On a d’apres les deux questions précédentes :

) = linla+ fvn(x) = fvn(l) =y
=1 =1 n=1

i (660 +

1-z

donc pour z au voisinage de 1%, on a :

1
=v+o(1).
1-=x

() +

D’ou :

pour z au voisinage de 1%, ((x) = 1 +y+0(1).
'T_




