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SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

FEzercices

On pose pour tout n € N* et pour tout x €]0,1], f,(z) =na”lnzx et f,(0) = 0.
1. Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f & déterminer.
2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].

3. Montrer que la convergence est uniforme sur [0,a] pour tout a €]0, 1[.

Pour tout n € N* et pour tout z € R,, on pose f,(x)=e™".
1. Montrer que la suite (f,,)nen+ converge simplement sur R, vers une fonction f que ’on donnera.
2. Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R,.

3. Montrer que la convergence est uniforme sur [1,+oo[ et sur [0,a] pour tout a €]0, 1].

Etudier la convergence simple sur I, uniforme sur  puis uniforme sur tout segment inclus dans
I de la suite de fonctions (f,,)nen:-
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Etudier selon la valeur du parameétre o € R la convergence simple et uniforme sur R, de la suite
de fonctions (fy,)nen+ OU pour tout n € N*, f,, : x — n®xre e,

2"y
5{ Soit f,:R—>R, _ N.
1. Etudier la convergence simple sur R de la suite (f,,)nen-
1
2. Calculer lim [ fn- La convergence est-elle uniforme ?
0

n—>+00

3. Montrer que pour tout a > 0, la suite ( f,,)nen converge uniformément sur la demi-droite [a, +oo].

@ On consideére la suite de fonctions (uy, )nen+ définie par :
VreR, ui(z) =sinz, Yn 22, u,(x) =sinu,1(zx).

Montrer que cette suite converge uniformément sur R.



™ . . =
Soit h une application continue sur ]0, 5] tel que hnéh(a:) existe dans R.
xTr—>

Pour n € N, soit f, : 2~ h(x)(cosz)".

1.

Etudier la convergence simple de la suite (f,)ney Sur ]0, g]

) s
Montrer que la convergence est uniforme sur [a, 5] pour tout a > 0.

sinx
Cas particulier 1 : On suppose dans cette question que h: z — T oosa
—COoS T
T
Déterminer hII(l) h(x) et montrer que la suite (f,,)neny ne converge pas uniformément sur ]O, 5]
€T —>
Cas particulier 2 : On suppose dans cette question que h:z — zsinz.

. . . , ™
En remarquant que hr% h(x) = 0, montrer que la suite (f,, )ney converge uniformément sur ]O, 5]
Tr—

Cas général : Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la fonction A pour que la

T
suite (f)nen converge uniformément sur ]0, 5]

Approximation polynomiale de la racine carrée
On définit par récurrence la suite (F,) de polynémes par :

1
Py=0 et ¥neN, Py =Py+ o(X - F2).

Montrer que : Vn e Net Vo €[0,1], 0< P,(z) < /7.

Montrer que pour tout z € [0,1], la suite (P,(x)) est croissante.
En déduire que la suite (P,) converge simplement sur [0, 1] vers une fonction & déterminer.

Montrer que : Vn e N et Vme[O,l]:Os\/E—Pn(x)g\/z( _ﬁ) _

2

n

On note pour tout n €N, g, : x \/E(l—g) .
Montrer que la suite (g,,) converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle et en déduire

la convergence uniforme sur [0,1] de la suite (F,).

IEI Convergence uniforme et produit

1.

2.

Montrer que si f et g sont deux fonctions bornées définies sur un intervalle I alors :

[fals < £l N9l

Soit (fn)nen €t (gn)neny deux suites de fonctions continues sur [a, b] convergeant uniformément
sur [a,b] respectivement vers f et g.
Montrer que (fgn)nen converge uniformément sur [a, b] vers fg.

Pour n € N*, on pose f, :x +~ et gp:x .

Montrer que les suites de fonctions (f,, )nen+ €t (gn)nen+ convergent uniformément sur [1, +oo].
La suite (f,gn)nen+ converge-t-elle uniformément sur [1, +oo[ 7



Limite uniforme de polynomes
Soit f : R — R une fonction et (P, ),y une suite de fonctions polyndmiales convergeant uniformément
vers f sur R.

1. Justifier qu’il existe un entier N tel que pour tout n > N, on ait :
Ve eR, |P,(z) - Py(x)| < 1.

2. Que dire du polynéme P, — Py ?

3. En déduire que f est nécessairement un polynome.

1
mn?+1
1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur |0, +oo].
n21
2. Montrer que la suite (f,,)nen+ ne converge pas uniformément sur ]0, +oo[ vers la fonction nulle.

Que peut-on en déduire pour la série Z fn?
nxl

Pour tout n € N* et pour tout x €]0, +oo[, on pose f,(z) =

3. Montrer que la série Y_ f,, converge normalement sur [a, +oo[ pour tout a > 0.
nx1

(-~
N

1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur R,.
nx1

2. Montrer que la série Z fn converge uniformément sur R,.
nxl

3. La série Z fn converge-t-elle normalement sur R, ?
n>1

Pour tout n € N* et pour tout z € R,, on pose f,(z) =

xe—’l’bﬂ?

Pour tout n € N, n > 2 et pour tout = € R,, on pose f,(x) = ] .
nn

1. Montrer que la série Z fn converge simplement sur R,.
nx2
2. La série Z fn converge-t-elle normalement sur R, 7
n>2

3. Montrer que pour tout n € N, n > 2 et pour tout x e R*, on a :

e re ®
0< < .
k§+1fk(x) mn(n+ 1)(1— )

En déduire que la série Z fn converge uniformément sur R,.
n>2

Etudier la convergence simple, uniforme et normale sur I de la série de fonction Z fn dans les
n20
cas sulvants.

—nx2

. |—>—€ = . = n = . [ d n 2 =
1. fo:x 1+n27[ R, 2. fuoixzea"lnz, [=]0,1], 3.f,:z~2"In"x, I=]0,1]

Soit pour n € N*, u, : x » n®z"(1 - ).
Trouver les valeurs du réel a pour lesquelles la série de fonctions Zun est simplement convergente,
uniformément convergente, normalement convergente sur [0, 1].
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1
Déterminer lim / z(1++/ne™™) dx.
n—>+oo 0

Montrer que /
0

12 dx +00
= Z ——. En déduire la valeur de cette somme.

1
Pour tout n € N*, on note f, : z » —arctan(nz).
n

1.

Montrer que la série Z fn converge simplement sur R. On note S sa somme.
nz1

Montrer que la série Z fn converge normalement sur R. En déduire que S est continue sur R.
nxl

Montrer que la série Z /) converge normalement sur tout segment inclus dans ]0,+oo[. En
n>1
déduire que S est de classe €' sur R*.
, 1
Montrer que pour tout N e N* S Z —

n=1 n
En déduire que S n’est pas dérivable en O

Pour z >0, on pose S(z) = Z

1.
2.
3.

1
‘n+nlz

Montrer que S est bien deﬁnle et continue sur R¥.
Etudier la monotonie de S.

Déterminer la limite de S en +oo puis un équivalent de S en +oo.

+o00
On pose f(z) =) Pl
n=1

grl W N

Déterminer le domaine de définition D de f et étudier la continuité de f sur D.
Montrer que f est strictement décroissante sur D.

Montrer que f est dérivable sur D.

Etudier la limite de f en +oo.

Déterminer un équivalent simple de f(z) lorsque = — 0* (on pourra utiliser une comparaison
série-intégrale).

10,7[ — R
Justifier la définition de la fonction f : o Z L cosm zsin(nz)
n=1T

2. Montrer que f est de classe €1 sur ]0,7[. Calculer f’ sous forme d’'une somme infinie.
3. Montrer que : Vz €]0,x[, f'(z) = —1. En déduire f sur ]0,n][.

- On pose F(z) = Z( 1)n

Montrer que F' est deﬁnle et de classe €’ sur 0, +oo|.



