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| EXERCICE 1 : SUITES DE FONCTIONS

Les questions 1 et 2 sont totalement indépendantes.

1. Soit @ € R,. Pour tout n € N, on note f, la fonction définie sur [0,1] par :
Vae[0,1], fu(z)=n2"(1-2x).

(a) Montrer que la suite (f,,)ns0 converge simplement sur [0,1] vers une fonction f que l'on
précisera.

(b) Pour tout n € N*, étudier les variations de la fonction f,, sur [0, 1] et déterminer sup |f,(z)|.
z€[0,1]

(¢) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a pour que la suite (f,,)ns0 converge
uniformément vers f sur [0, 1].

2. Pour tout n € N, on note u,, la fonction définie sur R par :

1
sin?(x) + (1 +22)n’

VreR, u,(x) =
(a) Montrer que la suite (u,),s0 converge simplement vers une fonction u que 1’on précisera.
(b) Montrer que la suite (uy,)ns0 ne converge pas uniformément sur R.

(c) Soit a > 0. Montrer que la suite (uy, )50 converge uniformément vers u sur [a,+oo].



EXERCICE 2 : NORMES SOUS-MULTIPLICATIVES SUR .#,(R)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On dit qu'une norme N sur ., (R) est sous-multiplicative lorsqu’elle vérifie la propriété :

V(A,B) € (,(R))?, N(AB) < N(A).N(B).

A. UN EXEMPLE DE NORME SOUS-MULTIPLICATIVE

Pour tout M = (m; ;)1<i j<n € #n(R), on pose :

|M|z—\‘ii

On admet que |.|2 est une norme sur ., (R) et on souhaite prouver qu’elle est sous-multiplicative.
Soit A = (@ j)1<ij<n €6 B = (bi;)1<ij<n deux matrices de ., (R).
21 Y1
1. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour deux vecteurs X =| @ et Y =| i | de 4, 1(R)

Tn Yn
muni du produit scalaire canonique.

En déduire que pour tout (i,5) € [1,n]?,

n
> @ikbr | <
k=1

n n
Z a?,k Z b%,j'
k=1 k=1

2. Montrer que |AB|2 < [Al2.|B]s.

B. ETUDE DE LA NORME SUBORDONNEE A LA NORME |.w

On note |.|s la norme définie sur ., ;(R) par :

T
VX =| : |en1(R), | X =max|z,

1<isn
:En

Soit A = (aij)i<ij<n € Ayn(R). On pose My = maXZ|a”|

1<isn

1. (a) Montrer que pour tout X € 4, 1(R) : [AX | < Ma || X|o-

AX | o
(b) En déduire que I'ensemble {H|X|’ , X e Mpi(R) N {Oml}} admet une borne supérieure
dans R.
On note dans la suite : Ax
Il = sup 1A

Xetly, 1(R) Onay 1 X[

(c) Montrer que : ||[All[cc < M4



n
2. Soit ig un entier compris entre 1 et n tel que Z |aiy.j| = Ma.
j=1
En considérant le vecteur Y de .4, 1(R) de ceefficients y; définis par :

Qig,j

Y; = si Qg5 F 0 et Y; = 1 si Qiy.5 = 07

B |ai07j|

montrer que My < |||All| puis en déduire ||| A||e = Ma.

C. NORME SUBORDONNEE A UNE NORME QUELCONQUE

On désigne par |.|| une norme quelconque sur .4, 1(R).
1. Justifier I'existence de deux réels strictement positifs C' et D tels que pour tout X € ., 1(R) :
ClXoo < [X] < D X]co-

2. En déduire que pour tout A € ., (R), il existe une constante réelle C4 telle que :

AX
Cela permet d’établir que pour tout A € ., (R), {w, X e tn1(R) N {OnJ}} admet une
borne supérieure dans R et on note dans la suite :
|AX]

I1A[ll = Sup :
Xedln1(R)N{Opn,1} HX H

3. Soit (A, B) € (#,(R))’. Soit A € R.
(a) Montrer I’équivalence : |||A]|| =0 < A=0,.
(b) Montrer que : [[[XA]| = |A].[[|A]l].
(¢) Montrer que : [[|A+ B[ < [[[All|+[lI Bl
(d) Montrer que : VX € .#,1(R), [J[AX]|| < [[|All].[|X]]-
4. En déduire que |||.||| est une norme sous-multiplicative sur ., (R).

La norme |[||.||| est appelée norme subordonnée a la norme ||.|.

5. Calculer [|[1.[][] et [|I,]2 (ot [.]2 est la norme définie en partie A).
La norme |.| est-elle une norme subordonnée a une norme ?



]PROBLEME : COMMUTANT D’UNE MATRICE

NOTATIONS ET RAPPELS
Soit n un entier naturel non nul.

Si M e #,(R) alors pour tout (¢,7) € [1,n]?, on note [M]; ; le ceefficient situé sur la i-eme ligne et
la j-éme colonne de M.

Si (A1,...,A\,) € R? on note diag(Aq,...,\,) la matrice diagonale de ., (R) dont les coefficients
diagonaux sont Ay,..., \,.

Base de #,(R)

Pour tout (i,7) € [1,n]?, on note EZ(?) la matrice de .,(R) dont tous les ccefficients sont nuls
sauf le coefficient situé sur la i-eme ligne et la j-éme colonne qui vaut 1.
On rappelle que (Ei(,?))(i,j)e[[l,n]]Q est une base de ., (R).

Polynomes matriciels

Si M e #,(R), on définit la suite des puissances de M par M? = I,, et pour tout entier naturel k,
Mk+1 — MMk

d d
Sill =) apyX* e R[X] et si M € .#,(R), on note II(M) la matrice Y axM" de 4,(R).

k=0 k=0
On dit alors que II(M) est un polynéme matriciel en M.

OBJECTIF DU PROBLEME

On définit le commmutant C4 d’une matrice A de .#,(R) par :
Ca={Me t,(R)| AM = M A}.

Le but de ce probléme est d’expliciter le commutant de certaines matrices de ., (R).

Les parties B.1, B.2 et C sont totalement indépendantes les unes des autres. Elles n’utilisent que
des résultats de la partie A.

A. PROPRIETES GENERALES

Dans cette partie, A désigne une matrice de ., (R).

1. Montrer que Cy4 est un sous-espace vectoriel de ., (R).
2. Montrer que si M et N appartiennent a C4 alors leur produit M N appartient a Cjy.
3. En déduire que si M appartient a C4 alors pour tout IT € R[X], I[I(M) appartient a C4.

Dans les questions 4 et 5, on considére une matrice P inversible de .#,,(R) et on note B = P~1AP.
4. Montrer que M appartient a Cp si et seulement si PM P~ appartient a C4.
5. On définit 'application ® par

P - CB —_—> OA
|\ M — PMP1

Montrer que ® est un isomorphisme et préciser ®-1.



B. ETUDE DE DEUX EXEMPLES DANS LE CAS n = 3

1. PREMIER EXEMPLE

-1 0 2
On consideére la matrice A= 0 -1 0
-1 1 2
0 0 O
1. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice D =0 -1 0| et expliciter une matrice
0 0 1

Py inversible de .Z3(R) telle que A= P DP.

2. Montrer qu'une matrice M de .#3(R) appartient a Cp si et seulement s’il existe trois réels a,
b et c tels que

M =

o O 2
o ot O
o O O

, . . . . . . 3
3. En déduire une base de Cp faisant intervenir certaines matrices EZ( j).

4. A Tl'aide de la question A.5, en déduire une base de Cy (on exprimera ses éléments en fonction
de matrices ES) et de Py, il n'est pas nécessaire d’effectuer les calculs).

Quelle est la dimension de C'y 7

2. DEUXIEME EXEMPLE

0 10

On considere la matrice G=| 0 0 1].
-2 30

On note g 'endomorphisme de R? admettant G' comme matrice dans la base canonique ¢ de R3.
On rappelle que g2 désigne ’endomorphisme g o g.

1. On pose u=(1,-2,4) v=(1,1,1) et w=(0,1,2).

Montrer que % = (u,v,w) est une base de R3 et déterminer la matrice de g dans cette base.
-2
0
0
inversible de .#3(R) telle que G = P, T P;*.

2. En déduire que les matrices G et T =

o = O

0
1| sont semblables et donner une matrice P
1

3. (a) Montrer que Ker(g + 2Idgs) et Ker(g? —2¢g + Idgs) sont en somme directe.
En déduire que dim(Ker(g + 2Idgs)) + dim(Ker(g? - 2g + Idgs)) < 3.

(b) Vérifier que u appartient a Ker(g+2Idgs) et que v et w appartiennent a Ker(g?-2g+Idgs).

(c¢) En déduire que R? = Ker(g + 2Idgs ) ® Ker(g? - 2g + Idgs) et que 2 est une base adaptée a
cette décomposition.



4. Dans cette question, M désigne une matrice de .#3(R) appartenant a Cr.
On note h 'endomorphisme de R3 qui a pour matrice M dans la base 4.

(a) Montrer que h et g commutent et en déduire que Ker(g+ 2Idgs) et Ker(g?-2¢g+Idgs) sont
stables par h.

(b) En déduire que la matrice M est de la forme :

[ a 01,2 N
M_(OM X)ouae]RetXe//lQ(R).

00
Montrer que XJ = JX et en déduire que X € Vect(Is, J).

(¢) On note J = (O 1).

5. En déduire qu'une matrice M de .#5(R) appartient & C7p si et seulement s’il existe trois réels

a, b et c tels que M =

oS O e
o ot O
S0 O

6. En déduire une base de C'r, puis une base de Cg (on exprimera ses éléments en fonction de
matrices El(‘j) et de Py, il n’est pas nécessaire d’effectuer les calculs).

C. COMMUTANT D’UNE MATRICE SEMBLABLE A UNE MATRICE DIAGONALE A CEFFICIENTS
DIAGONAUX TOUS DISTINCTS

Dans cette partie, A désigne une matrice réelle d’ordre n.

On suppose qu'il existe P matrice inversible d’ordre n et D = diag(Ay,...,A,) o les réels Ay,... A\,
sont deux a deux distincts, telles que :

A=PDP™

1. Démontrer que pour tout polyndéme IT de R[X],
diag(TI(A1), ..., II(A,)) = II(diag(Aq, ..., An))-

2. On note Lq,..., L, les polynomes d’interpolation de Lagrange associés aux réels Ay,..., \,.
n

Montrer que si (p1, ..., i, ) € R™ alors le polynéme @ = Z 1; L; vérifie :
i=1

Vje [[1777’]]7 Q(Aj) = Hy-

3. Soit M une matrice de ., (R).
(a) Pour tout (4,7) € [1,n]?, calculer [M D], ; et [DM]; ;.
(b) Démontrer que M appartient & Cp si et seulement s'il existe des réels pq, ..., u, tels que
M = diag(p, .- - fin)-

4. Soit N une matrice appartenant & C'y. On pose M = P"INP.
(a) Démontrer qu'il existe un polynéme @ € R[X ] tel que M = Q(D).
(b) Montrer que pour tout IT e R[X], II(PDP-1) = PII(D)P.

(¢) En déduire que N = Q(A) puis comparer C4 et 'ensemble des polynémes matriciels en A.



