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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 2

| EXERCICE 1 : SUITES DE FONCTIONS |

1.(a) Soit x € [0, 1].

Cas x € [0,1[ : Par croissances comparées, on a Emoon 2™ =0 car |z| < 1 donc en multipliant par la
constante 1 — x, on obtient nl_l)r+noo fu(z)=0. !

Cas x =1 : Pour tout n e N, f,(z) =0 donc nl—i>I-|—noo fa(x) =0.

On en déduit que :

la suite (f,,)ns0 converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle f:z ~ 0.

1.(b) Soit n € N*. La fonction f,, est dérivable sur [0,1] (car ¢’est une fonction polyndmiale) et on a
pour tout z € [0,1] :

f1(x) =n*(nz" - (n+1)z") =n*2" ' (n-(n+1)x)

et n®x" 1 >0 donc f!(z) est du signe de n— (n+1)z.
Ainsi, f] est positive sur [0, -2+ ] et négative sur [-27,1] (on a bien 0 < -2 < 1).
On en déduit que :

la fonction f, est croissante sur [0, -2 ] et décroissante sur [-25,1].

n
Ainsi, f,, admet un maximum sur [0, 1], atteint en — qui vaut :
n

fn(n):na(nil)n(l_nil): nnjl (nil)n

Comme f,, est positive sur [0,1], on a |f,| = f, d'ou :

o175 ()

1.(c) La suite (f,,)ns0 converge uniformément vers f sur [0, 1] si et seulement si lim Ifu—f HLQ’I] =0.

5 ()
n+1 n+1) "

a-1

On a pour tout n € N* | f, - f||£9,’1] = sup |fu(z) = f(2)| =
ze[0,1
On a:

ne ne
~ — =1
n+1n-o+o n

Par ailleurs, on a au voisinage de +oo :

() ool (G)) ool 2)) o (o (oo (1)) vty

donc lim (

n—+oo

n n
) = ¢~ (par continuité de exp en —1).
n+1

Comme e~! # 0, on a donc :
[fo= Flt o~ nette,

—+00



0 siax<l
Ainsi, lim |f, - fI9Y={ e sia=1.
e +oo sia>1
On en déduit ’équivalence :

la suite (f,)ns0 converge uniformément vers f sur [0,1] si et seulement si « < 1.

2. (a) Soit z e R.

Cas v #0 : lim (1+2%)" = +oo (suite géométrique avec 1+ 22 > 1) donc par ajout d'une constante,

n—>+oo
lim (sin®(z) + (1 +2%)") = +00 d'ont lim up(z) =0.

Cas x =0 : Pour tout n € N, u,(x) =1 donc lim up(x) = 1.

On en déduit que :

1 siz=0

0  sinon.

la suite (uy,)ns0 converge simplement sur R vers la fonction u : x {

2.(b) On sait que si la suite (uy,)ns0 converge uniformément sur R alors c’est vers la fonction w.

Posons pour tout n e N*, x,, = —.
n
1

sin®(L) + (1+ %)

On a pour tout n € N*, u,(x,) —u(z,) =

. : 1 .
On a lim sin® (— =0 et au voisinage de +oo :
n—>+o0o n

1\ 1 1 1 1 1
(1+—2) :exp(nln(1+—2)) et ln(1+—2) ~ — donc nln(1+—2) ~— — 0
n n n n n n n—+oo
. 1\" L
donc lim (1 + —2) =1 (par continuité de exp en 0).
n

n—+oo
Ainsi, lim (un(zn) —u(x,))=1%0.
On en déduit que :

la suite (uy,).s0 ne converge pas uniformément sur R.

1.(d) Soit n € N. Soit z € [a, +oo].

OnaO0<z<adonc z2<a? donc 0<1+a2<1+a?donc (1+22)"<(1+a?)".
De plus, sin®(z) > 0 d’ott sin®(z) + (1 + 22)" > (1 +a2)" > 0.

On en déduit que :

1
[un () = u(z)] = un(x) < vy
Ainsi, m est un majorant de 'ensemble {|u,(x) —u(z)|,x € [a,+oo[}.
Comme |u, — u||£§’+°°[ est le plus petit des majorants de cet ensemble, on en déduit que pour tout
nelN: L !
0<fa=fI" < e
On a lim 1 0 (puisque 1+ a? > 1) donc par le théoréme des gendarmes, on en déduit que

no+oo (14 a2)n
Tim [ f - fl5" = 0.
Ainsi :

la suite (uy,)ns0 converge uniformément vers u sur [a, +oo].




EXERCICE 2 : NORMES SOUS-MULTIPLICATIVES SUR .#,(R)

(a partir de CCP PC 2002)

Notation : Si M est une matrice alors on note [M]; ; le coefficient de M d’indice (4, j).
A.1. D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, appliquée dans ., ;(R) muni de son produit scalaire

T hn
canonique, on a pour tout X =| : et Y = i | de 4,1 (R) :

Tn Yn

(X <X Y

c’est-a-dire :

n n n
2 oky| S| 2T | 2 v
k=1 k=1 k=1

Soit (4,7) € [1,n]?. En appliquant ceci avec pour tout k € [1,n], xj = a;; et yi = by j, on obtient :

J| S

n n
Z a?,k Z bi,j-
k=1 k=1

A2 Ona:

4Bl = 3. 3(45) iiﬁﬁmM) DI DEATH

i=1j5=1 \k=1 i=1j5=1 \k=1

par I'inégalité obtenue a la question précédente (par croissance de la fonction carrée sur R, et somme).
n n

Comme la somme 1; aik ne dépend pas de j et Z; kzl bi} ; ne dépend pas de i, on en déduit :
= 7= =

lwm(ZZ%ﬂié R

=1 k=1

Par croissance de la fonction racine sur R, et positivité de la norme, on en déduit que :

[ABl2 < | All2] Bl 2-

€
1.(a) Soit X =| ¢ | e 4,1 (R).
Tn
Pour tout ¢ € [1,n], on a par inégalité triangulaire :

n
Z Qi 5T
7=1

n n
<o aigl |zl <X oo D laig] € Ma]| X oo
R i

[AX]i| =

En appliquant ceci avec i € [1,n] tel que |AX | =|[AX];,|, on obtient :

[AX oo < Ma ] X oo

[AX oo

1X oo
. X edn1(R) N {On,l}} est donc une partie non vide (car .4, 1(R)\{0,.1} # @)

B.1.(b) Pour tout X € ., 1(R)~{0,1},ona | X|« > 0 donc par la question précédente, A

| AX o0
| X o
et majorée de R donc :

L’ensemble {

[AX]

’ensemble
{ | X

, X e M1 (R) N A0, 1}} admet une borne supérieure dans R.
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[AX o
[ X oo

, X e Mpi(R) N {OM}} et [||A||o est le plus petit

1.(c) On a pour tout X € .#,1(R)~{0,1}, on a <My

[AX o
[ X oo

Ainsi, M4 est un majorant de I’ensemble {

majorant de cet ensemble.
On en déduit :

[[[A[lloo < M.

B.2. On constate qu’on a pour tout j € [1,n], on a |y;| = 1. Ainsi, [V =1

n
Z ai07jyj| :

J=1

De plus, on a |[AY ]| =

Soit j € [1,n].
Si a;,,; = 0 alors a;, ;y; =0 = |ai, j|-
2

10,]

Si a;,; # 0 alors a;, jy; = P = |aiy -
Qig,j
Ainsi, |[[AY];, Z |aiy.i| = Ma.
7=1
AY | o
Comme de plus |[[AY ];,] € |AY | o, on en déduit que My < |AY || = H <|[|4]|lee (majorant).

Ainsi :

M4 <||A]||eo et donc avec 1.(c), on en déduit que |||Al||e = Ma.

C.1. Comme ., 1(R) est un R-espace vectoriel de dimension finie, les deux normes |.| et ||.|| sont
équivalentes.
Ainsi :

il existe (C, D) € (R*)? tels que VX € #,1(R), C|X| e < | X| € D X||co-
C.2. Soit A € #,(R). Pour tout X € .#,1(R), on a alors par la question B.1.(a) :

1 D
IAX | < D|AX|co < DM4||X oo € DMAEHXH =Cy | X| en posant Cy = EMA.

Ainsi :

il existe une constante réelle Cy telle que VX € 4, 1(R), |AX| < Ca| X].
C.3.(a) Si A =0, alors pour tout X € ., 1(R)~{0,1}, [AX]| =0 d’ou |||4]||=0

AX
Si|||A|ll = 0 alors VX € 4, 1(R) N {0,1}, on a 0< H”X|H <|I|A]]| = 0 done |AX | =0
Comme |.| est une norme, on en déduit que pour tout X € .4, 1(R) ~ {0,1}, AX =0,,.
En appliquant par exemple ceci aux vecteurs de la base canonique de ., 1(C), on obtient que toutes
les colonnes de A sont nulles d’ou A =0,,.
On a donc I’équivalence :

[JAll = 0 < A = 0y

C.3.(b) On a :
[AAX] [AX]
A= s PAXL Al
Xedra@ o0y X xema@nony X
car ||.| est une norme.
AX
Comme |A| est un réel positif (ne dépendant pas de X) et I'ensemble { |HXH| , Xedln1(R) N {On,1}}

est non vide, on obtient :

[AX]
[IAA[] = A Sup X
Xetn1(R)N{On,1} H H

Ainsi :

XA = [AL-IITAI-
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C.3.(c) On a pour tout X € ., 1(R)~{0,1} par inégalité triangulaire pour la norme |.| :

[(A+B)X] _ |AX + BX| _[AX] |BX]
1X1 1X1 R Y

<[lfAlF=+1EBIl-

La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit :

14+ B[ < lI[Alll + NIl BII-

C.3.(d) Soit X € .#,1(R).

AX
Si X #0,, alors % < |[|JA]]| done [AX| < |||A|l]-|X]|-
Si X =0, alors les deux membres sont nuls.

Ainsi :

VX € Mo (R), [AX] < [AJILIX]-

C.4. On déduit de 3.(a), 3.(b) et 3.(c) que [||.||| est une norme sur ., (R) (elle est clairement a valeurs
positives par positivité de la norme).

De plus, pour tout (A, B) € (///n(R))2 et pour tout X € .4, 1(R)~{0,1}, on a par 3.(c) :

[ABX] _ AN-1BXT_ [[IAI-IBII-X

< = lIIAlILNBII
1X1 1X1 1X

X

La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit : |||AB||| < |||A|ll.][| B]|]-
Ainsi :

|I|.]|| est une norme sous-multiplicative sur ., (R).

x|,
|X]

La somme des carrés des ccefficients de I,, est égale a n donc | ||z = /1 |.

C.5. On a |||1,]|| = 1 car pour tout X € ., 1(R)~ {0,1}, on a

Ainsi comme n > 2, on en déduit que :

la norme |.|2 n’est pas une norme subordonnée.

]PROBLEME : COMMUTANT D’UNE MATRICE

(Centrale TSI 2021)

A. PROPRIETES GENERALES

1. Par définition, on a Cy c .#,,(R).

La matrice nulle de .#,(R) vérifie A0, =0,, =0, A donc 0,, € Cy.

Montrons que Cy est stable par combinaison linéaire.

Soit (M, N) e C%. Soit X e R.

Ona AM + N e #,(R) et AOAMM +N) = AM+AN=AMA+NA=(AM+N)A donc A\M + N € Cjy.
On en déduit que :

C'4 est un sous-espace vectoriel de ., (R).

2. On suppose que M et N appartiennent a Cjy.

On a alors MN e #,(R) et A(MN)=(AM)N =(MA)N = M(AN)=M(NA)=(MN)A.
On en déduit que M N € Cy.

Ainsi :

‘C 4 est stable par produit matriciel.‘
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3. On suppose que M appartient a Cjy.

Montrons tout d’abord par récurrence que pour tout k € N, M* e Cj4.

Initialisation : Pour k=0, on a M*=M%=1, et Al, = A=1,A donc I, € Cy.

Hérédité : Soit k € N tel que M* e C4.

Comme M et MF* sont deux matrices de C'4, leur produit M*+! appartient & C4 d’apres 2.
On en déduit par principe de récurrence que pour tout k € N, M* e Cjy.

d
Soit maintenant II € R[X]. On suppose que II s’écrit IT = > a, X* (ot d € N et (aq, ..., aq) € R¥1).
k=0

d
On a alors II(M) = Y a,M*.
k=0
Comme pour tout k € [0,d], M* e C4, TI(M) est une combinaison linéaire d’éléments de C.

Comme C4 est stable par combinaison linéaire d’apres 1., on en déduit que I1(M) appartient & C4.

Si M € Cy alors pour tout IT e R[X ], TI(M) € C4.

4. Notons qu’en multipliant I’égalité B = P~' AP a gauche par P et a droite par P~',;ona A= PBP~!.
On suppose que M € Cg. On a :

A(PMP™') = (PBP)(PMP™") = PB(P'P)MP" = P(BM)P""

= P(MB)P™' = (PMP)(PBP™) = (PMP™)A.

On en déduit que PM P~ e Cy.
On suppose que PM P~ e C4. On note N = PMP~! et on a alors M = P"INP.
On a :

BM = (P YAP)(P'NP) = P"LA(PP\)NP = PL(AN)P
—
=1,

- PY(NA)P=(P'NP)(P'AP) = MB.

On en déduit que M € Cp.

‘M € O si et seulement si PM P~ e Cy.

5. Notons que 'application ® est bien définie car pour tout M € Cg, PM P~ e Cy.
Montrons que 'application ® est linéaire.
Soit (M,N) e C%. Soit AeR. On a :

O(AM + N) = P(AM + N)P~' = (A\PM + PN)P~' = \PM P~ + PNP~! = \&(M) + B(N).

Montrons que 'application ® est bijective et déterminons &1
On a 'équivalence :

NeCyet N=PMP '« MecCget M =P NP,

I’équivalence étant obtenue par la question précédente et par des produits a gauche et droite par des
matrices inversibles.

Tout élément N de C'y admet donc un unique antécédent M dans Cg par ® qui est M = PINP.
On en déduit que :

CA — CB

, S . : -1.
I’application ® est un isomorphisme et &1 : N s PINP




B. ETUDE DE DEUX EXEMPLES DANS LE CAS n = 3

1. PREMIER EXEMPLE

1. Notons ¢4 'endomorphisme de .#5;(R) canoniquement associé a A c’est-a-dire défini par :
VX € M1 (R), pa(X) = AX.

Notons € la base canonique de .#5;(R). On sait que ¢4 a pour matrice A dans la base €.
Déterminons une base % = (uy, us,us) de #51(R) telle que A atz(pa) = D.

Procédons par analyse-synthese.

Analyse : Si une telle base % existe, par lecture sur la matrice D, on doit avoir les relations :

SOA(U1) = 03,1 Auy = 03,1
oa(ug) =-uy <=1 (A+I3)ug =03,
wa(uz) =u3 (A-1I3)u3=03;.
x
Soit X = |y | e #;51(R). Résolvons les systemes AX =031, (A+13)X =03, et (A-13)X =03;.
z
-r+22=0 o9
AX =03, — -y=0 <:>{ 10
—-r+y+2z=0 y==
2
On peut donc choisir par exemple u; =0 |.
1
22=0 L =0
(A+13)X =03y = 0=0 4:»{ —_x
—r+y+3z=0 y=r
1
On peut donc choisir par exemple ug = | 1 |.
0
—2r+22=0 0
(A-13)X =03; — -2y =0 <:>{ y=
' z=1x.
-r+y+2=0
1
On peut donc choisir par exemple uz =0 |.
1

2 1 1
Synthése : On pose up = [0 |, ug=|1] et uz=10| et B = (uy,us,us3).
1 0 1
2 11 9 1
On a dety (uy,uz,u3) =10 1 0 |= ‘ 11 ‘ =2-1=1+0 en développant par rapport a la deuxieme
1 0 1
ligne.
On en déduit que la famille Z est une base de .#5;(R).
SOA(Ul) = 03,1
Par les calculs précédents, on a de plus 2 ¢a(u2) = —us donc la matrice de ¢4 dans la base % est D.
pa(us) = us
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Comme les matrices A et D représentent un méme endomorphisme dans deux bases, on en déduit
que :

les matrices A et D sont semblables. |

Par les relations de changement de bases, on a de plus :
Mate(pa) = Pegtatz(pa)Pae

ce qui donne :

2 11
A= PlDPfl ou =10 1 0
1 01
2. Notons M = (miﬂ‘)lsi,jgg.
0 —Mi2 Mi13 0 0 0 M2 =M13="Mo1=M31= 0
M e CD <> MD=DM < |0 —Mo2 Moz | =|—M21 —Ma2 —Ma23| <= Mo 3 =—M33
0 —mz2 133 ms1 mso msz3 mso = —M32

g V(Zaj) € {17273}27i #:ja miuj = 0.

Ainsi :

0 0
M € Cp si et seulement s’il existe trois réels a, b et ¢ tels que M = b 0
0 ¢

o O 2

3. D’apres la question 2, M € Cp si et seulement s'il existe (a,b,c) € R3 tel que M = aEﬁ) + bE2(32) +
o)

Ainsi, la famille (Efi), E§32) : E§33) ) est une famille génératrice de Cp.

Elle est de plus libre car extraite d’une famille libre (puisque (Ei(j)-))lgid‘s3 est une base de .Z5(R)).
On en déduit que :

la famille (Eﬁ), E§32) : E?(,?’g) ) est une base de Cp.

4.0na D=P'AP,.

CD —> CA
M +— PlMP{l
Comme (E1(,31)7 E§32), E§33)) est une base de Cp, on en déduit que (CI)(EE?), <I>(E§32)), <I>(E§33))) est une
base de C'4.

Ainsi :

D’apres la question A.5, I'application ¢ : est un isomorphisme.

la famille (P E®) P, PLES) P, PLESY) PrY) est une base de Cis.

C’est une famille de cardinal 3 donc on en déduit que :

C4 est de dimension 3. ‘

2. DEUXIEME EXEMPLE

1. On a par 'opération Cy < C5 — C puis en développant par rapport a la premiere ligne :

1 10 1 0 0 3
detg(u,v,w)=1-2 1 1|=|1-2 3 1 =‘ 3 9 ‘=6+3=9¢0.
4 1 2 4 -3 2

On en déduit que :

A = (u,v,w) est une base de R3.
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Déterminons la matrice de g dans la base .

1 -2
OnaG|-2|=| 4 | donc g(u) =(-2,4,-8) = —2u.
4 -8
1\ (1)
OnaG|1]=|1]doncg(v)=(1,1,1)=w0.
1 1
0 1
Ona G|1|=]2] donc g(w)=(1,2,3) =v +w.

2] \3)
On en déduit que :

-2
0
0

=)
— = O

la matrice de g dans la base Z est T' = ( )

2. Les matrices G et T représentent I’endomorphisme g dans les bases respectives € et % donc :

|les matrices G et T sont semblables]

et on a de plus par les relations de changement de bases :
Matg(g) = Pg g Matz(9)Pay

ce qui donne :

1 10
GZPQTPEIOI\IPQZ -2 1 1)
4 1 2

3.(a) Montrons que Ker(g + 2Idgs) et Ker(g? —2¢g + Idgs) sont en somme directe.

Soit x € Ker(g + 2Idgs) n Ker(92 -2g + IdRs).

Comme z € Ker(g + 2Idgs), on a g(z) + 2z = Ogs.

Comme z € Ker(g2 - 29+ IdRs), on a g?(x) —2g(x) + x = Ops.

On a donc g(z) = -2z donc ¢*(x) = g(g(z)) = g(-22) = -2¢g(z) = -2(-2x) = 4x.

On en déduit que ¢%(z) - 2g9(x) + x = 4z — 2(-2x) + x = 9z d’ott 9z = Ogs donc z = Os.
On a donc Ker(g + 2Idgs) nKer(g? — 2g + Idgs) = {Ors }.

On en déduit que :

Ker(g + 2Idgs) et Ker(g? - 2¢g + Idgs) sont en somme directe.

Par suite, Ker(g + 2Idgs) ® Ker(g? — 2g + Idgs ) est un sous-espace vectoriel de R3 de dimension égale
a dim(Ker(g + 2IdR3)) + dim(Ker(g2 -2g+ IdRs)).
On en déduit que :

dim(Ker(g + ZIdRs)) + dim(Ker(g2 -2g+ IdRs)) < dim(R3) = 3.

3.(b) On a vu que g(u) = —2u, g(v) =v et g(w) =v +w.
On a donc (g + 2Idgs)(u) = g(u) + 2u = Ogs donc |u € Ker(g + 2Idgs) |.
Comme ¢*(v) = g(g(v)) = g(v) =v,on a:

(g> - 2g +1dgs) (v) = ¢*(v) - 29(v) + v =v = 20 + v = Ops

donc |v € Ker(g? — 2g + Idgs) |.

Comme g*(w) = g(g(w)) =g(v+w) =g(v) +g(w) =v+v+w=2v+w, on a :
(g% - 2g + Idgs) (w) = ¢*(w) - 29(w) +w = 20 + w — 2(v + w) + w = Os
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donc |w € Ker(g? - 2g + Idgs) |-

3.(c) Comme # = (u,v,w) est une famille libre (puisque c’est une base de R3), les familles (u)
et (v, w) sont libres.

On en déduit que dim(Ker(g + QIdst)) >1et dim(Ker(g2 -2g+ IdR:s)) > 2.

On a donc dim(Ker(g +2Idgs) ) + dim(Ker(g2 - 2g + Idgs)) > 3.

Comme on avait établi par ailleurs que dim(Ker(g+21dR3)) +dim(Ker( g2—2g+IdR3)) < 3, on obtient :

dim(Ker(g + 2Idgs) ) + dim(Ker(g? - 2¢ + Idgs) ) = 3 = dim(R?).

Comme on avait établi en 3.(a) la somme directe, on en déduit que :

R3 = Ker(g + 2Idgs ) ® Ker(g? - 2g + Idgs).

De ce qui précede, on déduit également que :

- dim(Ker(g +2Idgs)) = 1 et (u) est une famille libre de Ker(g + 2Idgs) de cardinal 1 donc c’est une
base de Ker(g + 2Idgs),

- dim(Ker(g2 - 2g +Idgs)) = 2 et (v,w) est une famille libre de Ker(g? —2g +Idgs) de cardinal 2 donc
c’est une base de Ker(g? - 2¢g + Idgs).

Ainsi :

P = (u,v,w) est une base adaptée a cette décomposition.

4.(a) Comme M € Cp, ona MT =TM.
Or, M est le matrice de h dans la base # et T est la matrice de g dans la base A.
On en déduit que :

lles endomorphismes h et g commutent. ‘

Comme g et h commutent, on a également :

(9+2Idgs)oh=goh+2h=hog+2h="ho(g+2ldgs)
et :
(g>-2g+Idgs)oh=g?ch-2goh+h=gohog-2hog+h=hog*-2hog+h=ho(g*-2¢g+Idgs).

D’apres le cours :

- comme ¢ + 2Idgs et h commutent, | Ker(g + 2Idgs) est stable par h |,

- comme g% —2g + Idgs et h commutent, | Ker(g? — 2¢g + Idgs) est stable par h |.

4.(b) On a établi que R? = Ker(g + 2Idgs ) @ Ker(g? - 2g + Idgs), Ker(g + 2Idgs) et Ker(g? —2¢g + Idgs)
sont stables par h et 2 est une base adaptée a cette décomposition.
Par le cours, on en déduit que la matrice de h dans la base Z est diagonale par blocs c’est-a-dire :

a 0172

M est de la forme M = (0271 b%

) ouacR et X e #(R).

4.(c) En faisant les calculs par blocs, on a :
MT = a 0172 -2 0172 _ -2a 0172 _ -2a 0172
B 0271 X 0271 IZ +J B 0271 X(IQ + J) B 0271 X+XJ

TM = -2 0172 a 01’2 _ -2a 0172 _ -2a 01,2
B 02’1 IQ+J 02’1 X - 0271 (.[2+J)X B 0271 X+JX)

10



Comme T'M = MT, on en déduit que X + XJ=X+JX dou | XJ=JX|

Notons X = (a 5)
v 0

(0 « [y 0
OnaXJ—(O 7)e’cJX—(O 0).

«

On en déduit que v =0 et Ozzdd’oﬁXz(O

g):Oé[2+5J.

Ainsi :

X e Vect(I, J).

5. Raisonnons par double implication.
Si M est une matrice de Cp alors d’apreés la question 4., il existe trois réels a, b et ¢ tels que

0 a 0 0
M:(a 12 ):Obc.

0271 b]g +cJ 00 b
a 0 0 a 0
Réciproquement, s’il existe trois réels a, b et ¢ tels que M =10 b c| = ( 1,2 ) alors en
00 b 02,1 b]g +cJ

faisant les calculs par blocs, on a :

MT = a 01’2 -2 01’2 _ -2a 0172
0271 b[g +cJ 02,1 _[2 +J 0271 bIQ + (b + C)J
car J? =04 et

TM = -2 01,2 a 01’2 _ -2a 01’2
B 02,1 IQ-I—J 02,1 b]g-f—CJ B 0271 b]2+(b+C)J '

Ona MT =TM donc M € Cr.
Ainsi :

M e Cr si et seulement s’il existe trois réels a, b et ¢ tels que M =

o O 2
o o O
S0 O

6. D’apres la question 5. :

M € Cr si et seulement s'il existe (a,b,c) € R? tel que M = aEf’l) + b(Eé?’?) + E§33)) + CE§33)

On en déduit que la famille (El(i),EQ(f? + E?E‘?,Eégg)) est une famille génératrice de Cr et elle est
clairement libre (une combinaison linéaire nulle du type ci-dessus donne a = b= ¢ =0) donc :

la famille (Efi), Eész) + E§33), Eé?’;) est une base de Cr.

Cr — Ca

M +— P,MP;! est un 1somor-

Comme on a G = P,TP;!, par la question A.5, 'application  :

phisme.

Comme (Ef’l), E2(32)+E§3?3, Ez(gs)) est une base de Cr, on en déduit que ((ID(Efi)), CI>(E§32)+E§33)), <I>(E2(33)))
est une base de Cg.

Ainsi :

la famille (P2E§731)P2_1, PQ(EQ(?’Q) + Eé?)PQ‘l, PQES}))PQJ) est une base de Cg.
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C. COMMUTANT D’UNE MATRICE SEMBLABLE A UNE MATRICE DIAGONALE A C@EFFICIENTS
DIAGONAUX TOUS DISTINCTS

d
1. Soit IT € R[X]. On suppose que II sécrit IT= )" a, X*.

k=0
On a alors :
d
II(diag(Aq, ..., A Z ar(diag(A1, ..., A,))* (définition d'un polyndome matriciel)
o
= Z ardiag(A¥, ..., \F) (puissances d'une matrice diagonale)
k . . . s’ . . .
ag(z arAf, ..., apAk) (combinaison linéaire de matrices diagonales)

= dlag(l'[()\l), o TI(AR)).

Pour tout polynéme IT de R[ X ], diag(TI(\1),...,TI(\,)) = T(diag(A1, ..., An))-

2. Soit (1, .., i) € R™. On note Q = ZuiLi. Soit j € [1,n].
i=1
On a par les propriétés connues sur les polynomes d’interpolation de Lagrange :

Q(Nj) = > wi Li(Ny) = py Ly(\;) = .
=S s T
sl 1#)

Pour tout j € [1,n], on a Q(A;) = 1.

3(&) OIl note M = (mm)lgi,jgn et D = (di,j)lgi,an-
Soit (4,7) € [1,n]?. On a :

[MD]; Zmzk dij =mijN\ et [DM];; Z dig Mpj =Ny ;.
k=1 — k=1 “~—
=0 si k#j =0 si k+i

Pour tout (Z,j) € [[1,n]]2, [MD]ZJ = )\jmi,j et [DM]ZJ = /\imi7j.

3.(b) On a :

M € CD <> MD =DM < V(Z,j) € II]_,R]]Q, [MD]Z,] = [DM]Z’] = V(l,j) € [[1,71]]2, /\jmi’j = )\imi’j
< V(i,5) e [L,n]% (N - XN)mi; =0« V(i,j)e[l,n]?i#j, mi;=0

car les A\i,..., A\, sont deux a deux disctincts.
On en déduit que M e Cp si et seulement si M est une matrice diagonale.

M € Cp si et seulement s’il existe des réels pq, ..., i, tels que M = diag(py, ..., fin)-

4.(a) On a D = P'AP. Comme N = PM P~ e Cy, d’apres la question A.4, on a M € Cp.
Par la question précédente on en déduit qu'il existe des réels pi, . .., u, tels que M = diag(p1, - - ., fin)-

On pose alors @ = Z/LZL D’apres la question 2, on a alors pour tout j € [1,n], p; = Q(X\;).

Ainsi, M = dlag(Q()\l) Q(\,)) = Q(diag(Ay, ..., \,)) d’apres la question 1.
On a ainsi trouvé :

un polyndéme @ € R[X] tel que M = Q(D).
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d
4.(b) Soit IT € R[X]. On suppose que IT s’écrit IT= )" a, X"

k=0
On a :

d d d
(PDP ") =Y ax(PDP ') = axPD*P' = P (Z aka) Pt = PII(D)P".
k=0 k=0 k=0

Pour tout Il e R[X ], ITI(PDP-') = PII(D)PL.

4.(c) On a donc par les questions précédentes :

N =PMP' = PQ(D)P' =Q(PDP") dou[N = Q(A4)]

On vient donc de prouver que si N € C4 alors N est un polynéme matriciel en A.

Réciproquement, tout polynéme matriciel en A commute avec A (car on sait que d’apres le cours
que deux polyndémes matriciels en A commutent).

On en déduit donc que :

C4 est 'ensemble des polynémes matriciels en A.‘

13



