Corrigé du DM 2

Chapitre 2 exercice 16

1. On suppose pAa=1et pAb=1.
D’apres le théoreme de Bézout,
(u1,v1) € Z? tel que uyp +via =1. (1)
A(ug,v2) € Z2 tel que usp + v2b =1. (2)
En multipliant les équations (1) et (2), on obtient :

(ugugp + uiv2b + ugvia)p + (v1v2)(ab) = 1.
——

€Z eZ
Donc, d’apres le théoreme de Bézout, p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.

a) Soit ke [1,p—1]. ( Z ) = p! plp—1)..(p —k+1)

B k!

(p—k)!
Donc (g) El=pp-1)..p—k+1).

donc p | (i) kl. (3)
Or, Vi € [1,k]], pAi =1 (car p est premier) donc, d’aprés 1., p A k! = 1.

Donc, d’apres le lemme de Gauss, (3) = p/| Z .

b) Procédons par récurrence sur n.
Pour n = 0 et pour n = 1, la propriété est vérifiée.
Soit n € N.

Supposons que la propriété (P,) : n?P = n [p] soit vérifiée.

p—1
Or Vk € [1,p — 1], p(i) doncp|z (i)nk )
k=1

Donc d’apres (4) et (P,), (n+ 1)? =n+1 [p] et (Ppn41) est vraie.

c) Soit n € N tel que p ne divise pas n.

Comme p est premier, alors p An = 1.

La question précédente donne p divise n? —n = n(nP~! —1).

Or comme p est premier avec n, on en déduit, d’apres le lemme de Gauss, que p divise
nP~t — 1.

Ce qui signifie que n?~1 =1 [p]. (petit théoréme de Fermat).

Chapitre 2 exercice 11

1. Soit m > n.

Il existe donc k € N tel que : m = k +n, donc 2™ = 2" x 2*. Or 2" € I,z* € A
et I est un idéal de A ; donc : ™ € I.

Donc :

Ym = n,x™ € I.

2. Soit z,y € V1. Il existe donc n,m € N tels que 2™ € I et y™ € I. De plus A est un
anneau commutatif, donc d’apres la formule du binéme de Newton :
> (=1F
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(z—y)

el

Donc I est un sous-groupe de (A, +).
Soit de plus a € A, comme A est commutatif, (xa)® = z™a™ € I car 2" € I. Donc :

‘ VT est un idéal de A. ‘

3. Soit J un idéal de A et z € J, donc 2! € J donc = € v/J. On a montré que pour
tout idéal J de A, J C v/J; or VT est un idéal de A, donc v/.J C \/ﬁ

Soit = € \/ﬁ, donc il existe n € N tel que 2" € /I, donc il existe m € N tel que
(z™)™ € I; donc = € VI. On a montré que VVIc VI

Conclusion :

nm __
€T =

Montrer que /T = /1.

4. o Soit x € VINJ, il existe donc n € N tel que ™ € I N J, donc 2™ € I,

donc z € VI et de méme = € V/J. Donc z € vIN+J. On a montré que

VIinJcVinyi.

e soit z € VIN+/J, donc z € VI, donc il existe n € N tel que 2™ € I et de méme
il existe n’ € N tel que = J; d’apres la question 1, en posant m = max(n,n’),

™ e INnJ,doncz € VINJ. Onamontré que vVINVJ CVINJ.

Donc :

| VInJg=vInvi.|
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o Soit z € v/, il existe donc n € N tel que 2™ € I; or I C I +.J, donc 2™ € (I + J),

donc z € T + J. On a montré que VI C T+ J.
e De méme, v/J C T+ J.

o Or /T+J est un idéal de A et v/I +V/J est le plus petit idéal de A qui contient
VT et \/J, donc :

| VI+VIc VTl ]

5. La décomposition en nombres premiers de 3648 est : 26 x 3 x 19. Donc pour = € Z :

T €36487 < 2°x3x 19| x
o 2 zet3|zetl19]|a
& 2e€2°ZN3ZN19Z

Donc : 36487 = 27 N 3Z N 19Z.
Soit p un nombre premier et n € N*, montrons que /p"Z = pZ.
e Soit x € pZ, donc =™ € p"Z. On a montré que : pZ C /p"Z.

 Soit x € \/p"Z, il existe donc k € N tel que ¥ € p"Z C pZ. Donc p | 2¥; or p est
premier, donc d’apres le lemme de Gauss, p | z, donc z € pZ. On a montré que

VP2 C pZ.

Donc : /p"Z = pZ.
Donc :

V36487 = V267N 37 N 19Z

=V26ZNV3ZNV19Z (d’apres 3)
=2ZN3ZN19Z
=(2x3x19)Z (d’apres le lemme de Gauss)

Donc

| V364SZ = 1142, |
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