Corrigé du DM 6

Chapitre 5 exercice 1 : Bolzano-Weierstrass avec
vue sur la mer

1. On suppose A infini.

On construit une extractrice ¢ par récurrence :

o on pose p(0) =min A,

 pour tout n € N, p(n + 1) = min(A4 N]e(n) ; +o0).

Montrons que ¢ est bien définie :

e A est infini, donc non vide et c’est une partie de N, donc A a un minimum ; d’ou
Pexistence de ¢(0).

o soit n € N tel que ¢(n) existe, comme A est infini, A n’est pas inclus dans [0; ¢(n)],
done A NJp(n);+oo[ est une partie non vide de N, d’ou 'existence de p(n + 1).

Ainsi par principe de récurrence, ¢ est bien définie de N dans N et par construction,
pour tout n € N, p(n + 1) > p(n); donc ¢ est strictement croissante. Donc ¢ est une
extractrice.
De plus, pour tout n € N, ¢(n) € A, donc p(n) a vue sur la mer, c’est & dire :
Vk = n,up < uy, en particulier pour k = ¢(n+1) > ¢(n), on obtient : uypq1) < Ug(n)-
Donc :

il existe une suite extraite de u qui est décroissante.

2. On suppose a présent que ’ensemble A est fini.

Donc A est borné, soit m un majorant de A.

On définit par récurrence la fonction extractrice ¢ :

e onpose: p(0)=m+1>m;

o pour n € N, on suppose ¢(n) défini avec ¢(n) > m. Donc ¢(n) n’a pas vue sur la
mer, donc il existe un entier p(n + 1) tel que pn+1) = pn) et u@ (n+1) > Up(n)
on a donc nécessairement ¢(n + 1) # p(n) et p(n +1) > ¢(n) >

On a ainsi construit une fonction ¢ : N — N strictement croissante telle que

Vn € Fﬂ,uw(n+4)j> Up(n)-

Donc :

il existe une suite extraite de u qui est croissante (et méme strictement
croissante).

3. Pour une suite réelle bornée u,

premier cas : Iensemble A associé & u est fini. Alors il existe une suite extraite
(Ugp(n))nen décroissante. De plus comme u est bornée, (uy(n))nen est minorée.
Donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, (uy(n))nen converge.

deuxiéme cas : I'ensemble A associé a u est infini. Alors il existe une suite extraite
(Up(n))nen croissante. De plus comme u est bornée, (u,n))nen est majorée.
Donc, d’apres le théoreme de la limite monotone, (uy(n))nen converge.

Donc, dans tous les cas, la suite u a une valeur d’adhérence.

Conclusion :

Toute suite réelle bornée a une valeur d’adhérence (théoréme de
Bolzano-Weierstrass).

Chapitre 5 exercice 4
Soit £°(KK) I’ensemble des suites de KN bornées et
HK) = {u cKY| Z u, converge absolument} .

1. « par définition de ¢! (K), pour tout u € £*(K), la série > |u,| converge ; donc Ny
est bien définie sur /1(K) et & valeurs positives.

+oo
« séparation : soit u € /}(K) tel que Ny(u) = 0, donc Vk € N, 0 |ug| < > |un| =0,
n=0

donc Vk € N,ug =0, d’ou v = 0.
« homogénéité : soit u € £1(K) et A € K,

“+o0 “+oo
=D Paa =AY Jual = A Ni(w).
n=0 n=0

o inégalité triangulaire : soit u,v € £*(K), pour tout n € N, |u,, + v,| < |un|+ |vn],
donc par croissance et linéarité de la somme :

1(u+v) Z|un+vn|

“+ o0

< (lual + Joa])

n=0
< Np(u) + Na(u).

Donc

‘ Nj est une norme sur ¢!(K). ‘

2. Soit u € ¢*(K), donc
Vk e N, |ug| < Z |tn| = N1(u)

Donc u est bornée. On a montré que :
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| 1K) € 0(K) et Yu € £1(K), Noo(u) < Ny (u). |

Montrons que le normes ne sont pas équivalentes :
on considére pour tout n € N la suite u, = (un k)ren définie par

1 sik<n
0 sinon.

VT% ke Fﬂ,un$k = {

Pour tout n € N, la suite u,, est nulle & partir du rang n, donc u,, € £*(K) et Ny (u) = n.
Donc la suite u = (u,)neny € (¢1(K))N n’est pas bornée dans I'espace vectoriel normé
(¢*(K), N1). Mais pour tout n € N, Ny (u) = 1, donc la suite u = (uy)neny € (£2(K))N
est bornée dans l'espace vectoriel normé (¢! (K), Nu).

‘ Les normes Nj et N4, ne sont pas équivalentes sur ¢!(K). ‘
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