MP2I du lycée Victor Hugo de Besancon,
Année scolaire 2024 /2025.

Corrigé du DL n° 2.

Exercice 1 1. Pour z € R*, on a
T Xl—x B 2z
x+1 x IR
et on a le tableau de signes suivant :

x -1 0 1
2o 4 || -0+ +
s | Jeo-

z l—z

S | | A

On en déduit que si x €] — 0o, —1[U]0, 00, on a

arctan (xi“) — arctan (‘T . 1) — arctan (x{ (f ELll_) 1)31(11‘7%‘%) — arctan (2—;) ,

et siz €] —1,0[on a

x r—1 1
arctan — arctan =arctan| — | —
r+1 x 22

2. Soit k € N*. D’apres la question précédente, on a

arctan | o5 | = arctan { - 1 arctan ? :

garc‘can (#) = i (arctan (k;i—i—l) — arctan (k_;l) )

k=1

donc

qui est une somme télescopique, qui vaut

n n
arctan — arctan(0) = arctan .
n+1 n+1

n

3. On a

im =
n—+toom + 1
et la fonction arctangente est continue. On en déduit que

- 1
ngrfm kz arctan (ﬁ) = nl_lgloo arctan (n Z 1) = %




Exercice 2 1. On a

P = COS (g — 9) + 7sin (g — 9) — i(3-9)

P2 —1=¢im20) 1 = oi(3-9) (ez‘(g—e) B ei(—gw)) — 9isin (g _ 9> ci(5-9) — 2 cos() '),
On en déduit que
Ip? — 1| = 2cos(d), arg(p® —1)=7—6 mod 27

car cos(f) > 0.
3. D’apres ce qui précede, on peut prendre

d =12 cos(@)e_ig.
4. Le discriminant réduit de I’équation est p? — 1, et par exemple
z1=p—0 et zp=p+0.

On en déduit que
—p=—0 et z—p=24,

et donc

|21 = pl = |22 —p| = 0] = V/[p? — 1] = V2 cos(0)

™ 0 T 0
arg(z; —p) = arg(d) + 7 = 373 mod 27 et arg(zo —p) = arg(d) = 373 mod 27
5. On a 0 0
p—i=7i(e™™ —1)=ie iz (e‘ T %) = 72isin <—§> e'7 = 2sin (5) e 'z,
donc
. : 0. (0 .

n—i=p—i—0=ce ’2<2s1n(§) —1 2COS(9))

et

p—i=p—i+d=e (281:(1(2) +1 2cos(9)>,

qui ont tous deux pour module

\/4 sin? <g) +2cos(8) = /2(1 — cos(f) + 2 cos(F) = V2.

De méme,
0
p+i=ie ’9+1)—22008(2)e iz,

donc

nt+i=p+i—0=ie” ig 2(308( ) V2 cos(f
et

22+i:p+i+5:iei 2008() \/2 cos(0
Or,

(2 cos (g) - 2cos(9)) (2 cos <g) + 2cos(9)> = 4 cos? (g) —2cos(0) =2 >0

ce qui prouve que 21 + ¢ et 2o + ¢ ont méme argument.



Exercice 3 1. Ona (5+4)* = (24+104)? = 4(12+54)% = 4(119+120i), et (239+4)(1+1i) = 238+ 240i =
2(119 + 1207). Le nombre complexe de ’énoncé vaut donc .
2. Remarquons que si x est un réel > 0, alors arctan(1/z) est un argument de z + i. En effet, ce nombre
complexe est non nul, donc possede un argument. Mais un réel € est un argument de x + ¢ si et
seulement si cos(f) > 0 (car z > 0) et tan(d) = 1/z. C’est le cas de arctan(1/z).

On en déduit que 4 arctan(1/5) — arctan(1/239) — 7/4 est un argument de z. Mais z € R?, donc
4 arctan(1/5) — arctan(1/239) — 7/4 =0 mod 2.

Enfin, arctan(1/5) et arctan(1,/239) sont dans U'intervalle |0, 7 /4[, donc 4 arctan(1/5)—arctan(1/239)—
w/4 €] —m/2,3r/4], et finalement vaut 0.

Exercice 4 Soit x € R. Alors

L+ f2(2/2) = 2|f(2/2)] = (1 = | f(z/2)])* = 0
ce qui prouve que
2f(x/2)

0= [ s

‘gl’

donc
VeeR, —1< f(z) <1

Supposons qu’il existe zg € R tel que f(xg) = 1. Alors

_ __2f(®/2)
I T T )

On en déduit que f(x¢/2) = 1, et par une récurrence immédiate, que

donc (1 — f(x0/2))* = 0.

VneN, f(xzg/2") = 1.
Comme f est dérivable en 0, elle est continue en 0 donc

L= lmf(r0/2") = (0).

Comme f est majorée par 1, elle admet un maximum en 0, donc f/(0) = 0 : absurde. On montre de la méme
maniere que la valeur —1 n’est pas atteinte par f, et donc

VeeR, —1< f(x) <1

Considérons la fonction g = argth o f, qui est bien définie d’apres le résultat précédent. Soit z € R. On a
alors (car th(a + b) = (th(a) + th(b))/(1 + th(a)th(b)))

f(2z) = th(2argth(f(x))) donc ¢(2z) = 2g(x).

Une récurrence immédiate prouve alors que

le derniere égalité n’étant vraie que pour = # 0. Comme ¢ est dérivable en 0 (puisque f et argth le sont), on
a pour x # 0
xg(x/2"™
g(z) = lim 79( /2")

o !
n—s-+-00 Z'/Qn - Zlfg (O)a



égalité qui reste vraie pour x = 0 par continuité de g en 0. On en déduit que
VzeR, f(x)=th(ax),

ot on a posé a = ¢'(0). Réciproquement, on vérifie que toutes ces fonctions sont bien solution du probleme
pour tout a # 0.



