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DEVOIR MAISON 4 - Suites et séries de fonctions

Corrigé

EXERCICE 1

1.(a) Soit € [1,+oo[. Montrons que la série numérique Y f,(z) converge.
n>0

1 1
C’est une série alternée car pour tout n € N, f,(z) = (-1)" x avec > 0.

VvV1+nx \/1+nx/

est décroissante (car x > 0) et converge vers 0 donc par le critére spécial des

La suite (;)
V1i+nz/, N
séries alternées, on en déduit que la série Z fn(x) converge.
nz0
Ainsi :

la série de fonctions Z fn converge simplement sur [1,+oo].
nz0

1 1
1.(b) Lasérie > [f,(1)] = > = ) —= diverge car c’est une série de Riemann d’exposant 3 <1

n=0 o V1i+n 1N
Comme la série Z fn(1) ne converge pas absolument, on en déduit que :
nz0

la série de fonctions Z fn ne converge pas normalement sur [1,+oo].
n>0

1.(c) On a prouvé a la question 1.(a) que la série de fonctions Z fn converge simplement sur [1,+oo].

n20
S
Pour tout n € N, on note R,, : x — Z

k=n+1 V 1+ kl’

Montrons que la suite des restes (R, )neny converge uniformément sur [1,+oo[ vers la fonction nulle
p:rx=0.

Soit n € N. Soit x € [1, +oo][.

On a par le critere spécial des séries alternées (dont les hypotheses sont vérifiées comme vuen 1.(a)) :

(1
Vit (n+1)x

1 1
- <
V1+(n+ 1)z vVn+2
—_———

ne dépend pas de =

|[Rn()] <

car 1+ (n+1)z>21+(n+1)>0.

vn+2

petit de ses majorants donc :

est un majorant de 'ensemble {| R, (z)—p(x)|,z € [1,+oo[} et | R, SOH [+l est e plus

Ainsi,

[1,400[ 1

\/n+2‘

IR, - ol

[1,4+00]

avec lim =0 donc par le théoreme

1 1
\/n+2 n=>+oo \/n + 2

de limite par encadrement, on en déduit que lim_ IR, - ¢l = 0.

On a donc pour tout n €N, 0< |R, - ¢|5%

On a ainsi prouvé que :

la série de fonctions ) f, converge uniformément sur [1,+ool.
n20




1 +sin(nx)

n

2.(a) Posons pour tout n e N*, f, :z

On a pour tout n € N* et pour tout x € R :

1 2
< fu(@)] < +|s;)—n(nx)| < 3 car |sin(nz)| < 1.
——

ne dépend pas de x

2
Ainsi, ™ est un majorant de ensemble {|f,(z)|,x € R} et | f,|% est le plus petit majorant de cet
ensemble.

On a donc pour tout n e N*, 0 < || f,|% < 3n

1
De plus, la série Z — converge (car c’est une série géométrique de raison i €] - 1,1[) donc la série
3" 3
nx1
2

Z 5 converge également.

nx1

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z | fn

nxl
Ainsi, la série de fonctions Z fn converge normalement sur R.
nx1

On en déduit que la série de fonctions Z fn converge simplement sur R donc :

nx1

% converge.

‘Sa somme ¢ est bien définie sur R.

Montrons que la fonction ¢ est continue sur R.
* Pour tout n € N*| f,, est continue sur R (par les théoremes généraux car la fonction sin est continue

sur R).

* La série de fonctions Z fn converge normalement donc uniformément sur R.
nxl
Par le théoreme de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que :

’cp est continue sur R. ‘

2.(b) Soit x € R.

1/3 1/3 1
La série géométrique Z; 3 converge (car -1 < % < 1) et a pour somme : _/1/3 = % =3
ix\" ix iz 3 ix
La série géométrique g (6 ) converge (car % =3 < 1) et a pour somme ] i e’{z 73 =3 i s
On en déduit que la série Z Im (egn ) = Z sm:g—;m) converge également et on a :
nz1 nxl
z sm(nx) *Z":"I (e”””) - Im Ji’i’ eine .
n=1 n=1 3”

Par linéarité, on a alors :

KR l+sin(nz) &1 Ksin(nz) 1 I (+°° ei”‘”)

2 >

- = + 1m
n=1 n=1 3 2 n=1

Ainsi :

1 +00 einz
= +Im Y .
(p(x) 2 +1lm (n—l 3n )

De plus, on a :

. +00 einx - Im eix - Im 6136(3 _ e—ix)
! (nzzzl 3 ) ! (3—6”) ! (|3—cos(1:)—isin(q:)|2)
_ Im( 3eir — 1 ) 3sin(x) _ 3sin(x)
(3 -cos(z))2+ (sin(x))? ) 9-6cos(x) +cos?(x) +sin?(z) 10-6cos(z)’

2



Ainsi :

§ sin(x)
2

1
o) = 27252 3cos(x)’

EXERCICE 2

A.1. Soit n e N. Soit x € [0,1]. On a :
Vi = Pana(2) = Vi = Pale) = 5 (2~ P2()) = Vi = Palr) = 5 (VT - Pu(@)) (Vi + Pa()

- (V= P (1= /5 s Pua))) = (V- P (17 - D).

Ainsi :

VneN, Vo e[0,1], Vo - Pui(x)= (\/E—Pn(x))( -

vz Pn<x>)_

A.2. Soit z € [0,1]. Montrons par récurrence que pour tout n € N, 0< P,(z) < /x.
Initialisation : Pour n =0, comme Py(x) =0, on a bien 0 < Py(z) </x.
Hérédité : Soit n € N tel que 0 < P,(z) < /x.
1
On a P,yi(z) = Py(z) + §(x — P2(x)) et on a par hypothese de récurrence, P,(z) >0 et P?(x) < .
En tant que somme de deux réels positifs, on a donc P,,1(z) > 0.

Montrons que \/z — P,;1(z) > 0 en utilisant la question A.1.
On a par hypothese de récurrence, v/ — P,(z) >0 et :

VI R@ . VE VT
2 2

5 5 -Vx>0car re[0,1].

En tant que produit de deux réels positifs, on a donc \/z — Pyy1(z) 20 d’ott Py () < /.
On peut donc conclure par récurrence :

VneN Vre[0,1], 0< P,(z) < Vx.

A.3. Soit 2 € [0,1]. On a pour tout n € N :

Poa(2) = Po() = 5 (x Pi(x)) >

puisque 0 < P,(z) < /& donc P2(x) < x. Ainsi :

pour tout z € [0,1], la suite (Pn(alz))nEN est croissante.

Soit z € [0, 1].

La suite (P, (x))nen est croissante et majorée (par /x) donc d’apres le théoréeme de la limite mono-
tone, elle converge. Notons f(x) sa limite.

On a ainsi prouvé que la suite (P, )y converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f.
Déterminons f(x).

On a pour tout n € N, P,(z) > 0 donc par passage a la limite, f(z) > 0.

On a de plus pour tout n € N, P,,1(z) = P,(z) + 5(9@ - P,(x)) donc par passage a la limite (par

décalage d’indice, on a aussi li{rn P.i1(x) = f(x)), on obtient :

f(x) = f(z)+ %(m = (f(2))?) d'ott (f(2))* = z.

3



Comme on a de plus f(x) >0, on en déduit que f(x) =/z.
Ainsi :

la suite (P, )nen converge simplement sur [0,1] vers f:x — /.

4. Soit z € [0,1]. Montrons par récurrence que pour tout n € N, /z - P,(z) < ﬁ(l—g) :
0

Initialisation : Pour n =0, on a \/z — Py(z) =/ et \/5(1 - g) =/

La propriété est donc vraie au rang 0. .

Hérédité : Soit n € N tel que /7 - P,(x) < \/E( - g) .

On a d’apres A.1. :

VE = Pon(2) = (V- Pa(e)) (1 M %)

Or, par hypothese de récurrence, on a \/z — P,(z) < \/5(1 - ﬁ) et comme P,(x) >0, on a aussi

2
Vi Pue) . VE
e sy
Comme ce sont deux inégalités a termes positifs (vu en question A.2), on obtient en les multipliant :

VZ = P () < ﬁ(l - g)n .

On peut donc conclure par récurrence :

VneN,Vze[0,1], \/E—Pn(a:)s\/i( —g)n

5. Soit n € N*. La fonction g, est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1] (par les théorémes généraux)
et on a pour tout x €]0,1] :

=5 (4] Vi (-5) 2 £);(1£)( )

> NG 20 /z\ 2 > 2
>0
. n+1
du signe de 1 - /x 5 . Or pour tout x €[0,1] :
n+1 2 4
1- >0 < — ——.
Vi 20 Vis oy e (n+1)2

4 4 4
Ainsi, g/, est positive sur lO, m] et négative sur [m, 1] (on a bien 0 < m <1).

On en déduit que la fonction g, est croissante sur |0,

_4 _4
(n+1)2 (n+1)%’

5 qui vaut :

4
(n+1)

4 2 ( 1 )n 2 ( n )"
9n = 1- = .
(n+1)2)] n+1 n+1 n+l1\n+1

Comme g, est positive sur [0, 1], on a alors :

1] donc

] et décroissante sur [

elle admet un maximum sur [0, 1] atteint en

(0.1 _ - n )
loal 2= sup o)1= 5 ()



On a au voisinage de +oo :

( n )nzexp(—nln(lJr%))=exp(—n(%+0(%)))—exp( 1+0(1)) — e ..

n+1 n—+oo

On en déduit que lir+n lgn — gHgS’l] =0, en notant ¢ la fonction nulle.
Ainsi :

la suite (g, )nen converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction nulle.

D’apres la question A.2 et A.4, on a pour tout n € N et pour tout x € [0,1] :

[Pa() = v/l = Vi = Po() < ga(2) < gal ™.
Ainsi, HgnHES,” est un majorant de 'ensemble {|P, () —/z|,x € [0,1]} et | P, - f]| (0] est le plus petit
des majorants de cet ensemble donc pour tout n e N :
0< P = fl < flgnl <™.
Comme  lim {gy| 0120, on en déduit par le théoreme des gendarmes que dim [P, - f 12t =0
donc :

la suite (P, )nen converge uniformément sur [0,1] vers f:az — /2.

B.1. Soit x € [0,1] et n € N. Par la formule du binéme de Newton, on a :

> ()t -yt = -y =

k=0

B.2. Soit x € [0,1] et n e N*. Comme k(}) =n(}_;) pour tout &k de [1,n], on a :

Zk() (1-z)"* = 0+Z (: i) xk-l(l_x)n_l_(k_l)zm’g(nf)xe(l_x)n_l_g

par le changement d’indice ¢ =k — 1.
Donc par le bindbme de Newton, on obtient :

> k(:)xk(l ~2)"F=nz(r+1-2)"" = na.
k=0

On vérifie aisément que c¢’est aussi vrai pour n = 0.

Pour tout z € [0,1] et tout ne N, k:(Z)a:k(l —x)"* =nz.
k=0

B.3. Soit z € [0,1].
* Pour n valant 0 ou 1, on a pour tout k € [0,n], k? =k et n(n-1) =0 donc :

Zk2( ) F(1-x) Zk( ) B = 2)" % e = nz + n(n - 1)22.
k=0
* Pour tout n>2, on a :

SRy = 3 k- Dy ety k(e

k=0
Bﬁ' Z k(k - 1)(k)xk(1 )" *+nx
k=2

” -2
=S n(n- 1)(’;_2);&(1 ) g

k=2

n-2 _

=n(n-1)z" ) (n 2)#(1 ~x)" vy vial=k-2

14
=0
=n(n-Dr*(z+1-2)"?+nz=n(n-1)z*+nr (bindome de Newton)

Pour tout z € [0,1] et tout ne N, kQ(n
k=0

k)xk(l ~2)" % =nz+n(n-1)22




Remarque : Dans le cas ou n € N*, on pouvait aussi introduire une variable aléatoire X suivant la loi
bindémiale de parametres n et x.
On pouvait alors traiter les questions B.1, B.2 et B.3 en remarquant que :

n

2 (Z)xk(l —a)"h = /;P(X = k) =

k=0
i ( ) F(1—2) = S RP(X = k) = E(X) = na
k=0 k=0
z k2( ) (1-z)"* = z R2P(X = k) = B(X2) = V(X) +(B(X))? = na(1-2) +n2a? = nz+n(n—1)2?
par le théoreme du transfert et la formule d’Huygens.
B.4. Soit x €[0,1] et neN. On a :
3 (k —m;)2( ) B(1 - gy = Z(k? 2enz +n2x2)( ) b(1 = gy,
k=0

Donc en scindant la somme en trois, avec B.3, B.2 et B.1, on trouve :

Z(k n:p)( ) 1 -2)"* =n(n-1)2? + nx - 2nz x nx + n’z? x 1 = (n? —n - 2n% + n?)2? + na.

Donc : .
> (k—nax)? (n) F(1-2)"* =nz(1-2).
k=0 k
Or pour z dans [0,1], 0<x<1et 0<1-2<1 donc 0<x(l—-2)<1, ainsi comme n > 0, on obtient :

> (k- nx)Q(Z)xk(l ~ )" * =nx(l-2)<Cnavec C = 1.
-0

B.5. Soit x € [0,1] et n e N.
D’aprés B.1, ona 1= Y (})z*(1-2)"* donc :
k=0

B~ 1) = 3 (1) - (5) -2 ()t -t )
Byl -se)

I *

%) W( () 7@) 5 (oo (1) -s0)

20

(x car XUuY =[[0;n]] et X nY =g).
Donc par inégalité triangulaire, on obtient :
+> (n)xk(l )
keY k

£(5)- 1) £(2)-rw).

>0 <e >0 <2/ oo

B, - £l < 3 ()2

keX

En effet, par choix de X, pour tout & dans X, on a ‘f (%) - f(x)| <&,
et comme f est continue sur le segment [0; 1], f y est bornée donc | f| . existe et pour tout k dans Y,

ona|f(&)-f(@)| <|[f(E)]+f(@)]<2]f]o-



st |8,(0) - /@) €2 2 ({)at a2l 3 (Fra -y

k
keX keY
Mais (Z)xk(l —2)"* >0 pour tout k de [[0;n]] qui contient X, donc en ajoutant des termes positifs,
on observe Y (n)wk(l —x) R Y (n)xk(l —z)m kN
fex \k heflom]) VR
Donc comme ¢ > 0, on obtient :

Bul@) - @] <=+ 20fle 3 ((Ja 1 - )

keY

B.6. La question B.4 assure (pour le réel x de [0;1] fixé depuis la question B.5) :

i (E _x)Q(Z)xk(l _ ) na(l-x) e

2
io\n n n

Donc comme X et Y sont disjoints et de réunion [[0;n]], en réécrivant la premiére somme :

s (E (0t (o] (oo

kex \T ke

Or par choix de Y, on a :

Donc )’ ozz(Z)xk(l )"k g % -> (S - :v)2 (Z)xk(l —z)" kg %

keY

C
Ainsi en utilisant la question B.5., on obtient : |B,(z) - f(z)| < & + 2——| f]| -
a’n

Comme la suite de terme général 2-5-| f || tend vers 0, il existe une valeur N dans N telle que pour
tout n> N, on a 2-5| f|« <.

Ainsi pour tout n > N, on a |B,(x) — f(x)| < 2e.

Le choix de N ne dépend que de a (donc du e choisi). Ainsi pour n > N, 2¢ est un majorant de
{|Bp(z) = f(z)];2 €[0;1]} dont le plus petit des majorants est la borne supérieure |B,, — f|. donc :

| Bn = fllo < 2¢.

On a ainsi prouvé que la suite de fonctions polynémiales (B, )ney converge uniformément sur [0,1]
vers la fonction f.



