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DEVOIR MAISON 5 - Suites et séries de fonctions

Corrigé

EXERCICE 1

Q1. Soir z €]0, +oo[. Montrons que la série Y  u,(z) converge.

nx1
2

1 t
Utilisons un développement limité. Comme lim — = = lim ~=0et In(1+¢t)=t-—+ 0 (tz) on a :
n—>+oo n, n—>+oo n, 2

() = (l_i+ (i))_(f_x_Q+ (l))_ﬁ_‘x+ (i)_O(l)
unx—xn 2n20n2 n2n20n2 Con2 OnQ_ n2/)

1 1
On a pour tout n € N*, — >0 et la série de Riemann Z — converge (car 2> 1).
n n>1
Par comparaison, on en déduit que la série Z u, () converge.
n>1
Ainsi :

la série de fonctions Y,,5; u, converge simplement sur |0, +oo.

Q2. Soit n € N*.

La fonction affine z — 1+ — est de classe € sur 10, +oo[ & valeurs dans ]0,+oo[ et la fonction In
n

x
—) est de classe € sur

est de classe €1 sur ]0,+o00[ donc par composition, la fonction x — ln(l +
n

10, +o0].
1
Par multiplication par la constante —1 puis somme avec la fonction affine x — xIn (1 + —), de classe

€ sur )0, +oo[, on en déduit que la fonction u, est de classe €' sur ]0, +oo[.
Ainsi :

(tn)nen+ est une suite de fonctions de classe €’ sur ]0, +oo|.

Soit n € N*. On a pour tout z €]0, +oo[ :

1 L 1 1 1y 1 1 1 1\ 1
u;l(l‘):hl(1+—)— n :lﬂ(l‘i‘—)— :1n(1+ )__+ z +1n(1+_)__.
n) 1+2 n) n+x n/ n n n+zx n(n+:r) n) n

1 1
Posons pour tout n e N* ¢, = ln(l + —) -—.
n) n

1 1 1
On a d’apres le développement limité ci-dessus, ¢, = —— + 0( ) ~——
) 2n? n2 2n?

On a donc [ep| ~ —.
n

1
Pour tout n € N* >0 et la série Z — converge.
n nx1
Par comparaison, on en déduit que la série Z €, converge absolument.
n>1

Y ns1En converge absolument et V(n,z) e N*x]0, +oo[, wu) () = +En-

(n+x)

Q3. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b. Montrons que la série Y |u]
nxl
Soit n € N*. Soit z € [a,b]. On a par inégalité triangulaire :

Jun ()] <

. H I converge.

+ |en)-

B n(n+x)



Comme 0 <z <bet n(n+x)2n(n+a)>0, on obtient :

T b

< .
n(n+x) n(n+a)

est le plus petit

Ainsi, = l€n| est un majorant de Uensemble {|u’,(2)|,z € [a,b]} et [u, [
n(n

des majorants de cet ensemble donc :

a b
upe® € ——

b b b b
~ — avec pour tout n € N*, — > 0 et la série z — converge donc par

On a de plus ———
n(n+a) n? n Sin

comparaison, la série Z

———— converge.
a1 n(n+a)

+ |5n|) converge.

( b
n>1 7 si\n(n+a)

> 0, on en déduit par comparaison par inégalité que la série

Comme la série Y |e,| converge, on en déduit par somme que la série >

Comme pour tout n € N*, ||u§l||£>ob]

> Hu;”([fib] converge.
nx1
Ainsi :

la série de fonctions Z u;, converge normalement sur tout segment [a,b] inclus dans ]0, +oo.
nxl

Q4. (i) Notons S : z — Z un ().

Vérifions les hypotheses du théoreme de classe €' des sommes de séries de fonctions.
— Pour tout n € N*, u, est de classe € sur |0,+oo[ (d’apres Q2).

— La série de fonctions Z u,, converge simplement sur ]0,+oo[ (d’apres Q1).
nxl

— La série de fonctions ) u;, converge normalement sur tout segment [a,b] inclus dans ]0, +oo[.
nx1
En appliquant le théoréme sur chaque segment de ]0, +oo[, on obtient que S est de classe €’ sur tout
segment de ]0,+oo[ et donc sur ]0,+oo[ (car la classe € est une propriété locale).
Comme la fonction z — —Inz est aussi de classe €1 sur |0, +oo[, on en déduit par somme que

la fonction ¢ est de classe € sur ]0, +oo].

(ii) Soit x €]0, +oo[. Calculons p(z + 1) — ¢(z).

ox+1)-—p(x)=-In(z+1) +In(z) + i(un(x +1) —u,(x)).

Pour tout n € N*, on a :

un(x+1)—un(x)=(x+1)ln(1+%)_ln(1+x+1)_w1n(1+%)+ln(1+%)

n

zln(1+l)—1n(Lx+1)+ln(n+x)
n n

n
1
=ln(n+ )—ln(n+x+1)+lnn+ln(n+x)—lnn
n

=In(n+1)-lnn+In(n+z)-In(n+x+1)

:ln(n+x)—ln(Lx+1):ln(1+£)—ln(1+ L )
n n+1 n n+1

2




x
) —1In (1 + ] )) est une série télescopique, on a pour tout N e N* :
n+

2 (im0 ) 55)) (1) (%)

En faisant tendre N vers +oo, on obtient :

+ 00
Z(ln(1+£)—ln(1+ L
n n+1

n=1

La série Z (111 (1 +

n>1

SR

)) =In(l+2)-0=In(1+x).

Ainsi :

olx+1)—p(x)=|-In(x+1)+In(z) + In(1+z) = |In(x).

1
(iii) On a pour tout x €]0, +oo[, ¢'(x) = ot S'(x).

1
La fonction o — —— est croissante sur ]0,+oo[. Montrons que S’ 'est aussi.

x
Par le théoréme de classe €' des sommes de séries de fonctions dont les hypothéses ont été vérifiées
plus haut, on obtient aussi que :

Va €]0, +oo[, S'(x) = Zun(x) Z(n(mx) )=+Z(l— 1 +gn).

Soit (z,y) € R? avec 0 <z <.

*
X
Pour tout ne N*, ona 0 <n+ 2z <n+y donc
n+r n+y n+r n+y

1 1 1 1
+Ep < — -
n n+w n n+y

Par somme (les séries en jeu sont bien convergentes), on en déduit que :

3 (l _ 1 + gn) <y (l - + 5n) c’est-a-dire S'(z) < .S'(y).

—\n n+x s\n n+y

La fonction S’ est donc croissante sur ]0, +oo].
Par somme de deux fonctions croissantes, on en déduit que :

la fonction ¢’ est croissante sur ]0, +oo|.

1 1
(iv) Pour tout n € N*, on a u,(1) = ln(l + —) —ln(l + —) =0.
n n

Ainsi, [¢(1) =| -1In(1) + +z::Un(l) =

La fonction ¢ vérifie les conditions de (C).

Q5. Soit > 0. On a :

W +1) =h(z) = p(z+1) —g(z+1) - p(2) +9(x) = (p(z+1) - p(2)) = (9(x +1) —g(z)) =Inz-Inz =0

car @ et g vérifient la condition (ii).
Ainsi :

V>0, h(z+1) = h(x).




Comme ¢ et g sont de classe €' sur |0, +oo[ (condition (i)), la fonction h est dérivable sur 0, +oo].
Par composition, la fonction x — h(z + 1) l'est également et a pour dérivée x — 1 x h/(x +1).
En dérivant 1’égalité encadrée ci-dessus, on obtient alors :

Ve >0, h'(x+1)=h'(x).

Q6. On a h' =’ —g" donc W (x+p) =¢'(x+p) -9 (x+p).
Comme ¢’ et ¢’ sont croissantes sur |0, +oo[ (condition (iii)), on a :
¢'(p) <@'(w+p) <@'(L+p) et g'(p) <g'(w+p) <g'(1+p)

car psx+p<1l+p.
En multipliant par -1 <0, on a —¢’(1 +p) < -¢'(x +p) < —¢'(p) puis par somme, on obtient :

©'(p)-g'(L+p)<h'(x+p) <p'(L+p)-g'(p).
On a 1/(p) = ¢'(p) - ¢'(p) donc :

©'(p) -9’ (1+p)="n'(p)+3'(p) - g'(1+p).

1
Or, pour tout ¢ €]0, +oo[, g(t+1)—g(t) = In(¢) (condition (ii)) donc par dérivation, ¢’(t+1)-g'(t) = I

En appliquant ceci en p, on obtient :

©'(p)-g'(L+p)=n'(p)- }9-

On a de méme :
©'(1+p)-g'(p)=¢'(1+p) - (¢'(p) - h(p)) = % +h'(p)

1
car pour tout t €]0,+oo[, @' (t+1) —'(t) = T On en déduit :

W(p) -~ <tz +p) <H(p)+ L done — L <h(x+p)~ W(p) <
p p p

SHE

Ainsi :

W (a + p) - W (p)| < =

S

Q7. Soit z €]0, 1].

D’apres Q5, la fonction h' est 1-périodique sur |0, +oo[ donc pour tout p € N*, h/(z +p) = h'(x) et
h'(p) = h'(1) (par récurrence).

Par la question précédente, on a donc pour tout p € N* :

() = (1) < .
p

En faisant tendre p vers +oo, on en déduit que 0 < |h/'(z) - A'(1)| <0 d’ou A'(x) = h'(1).
La fonction A’ est donc constante sur ]0,1].
Comme elle est de plus 1-périodique, on en déduit

la fonction A’ est constante sur ]0,+oo|.

Q8. Ainsi, il existe a € R tel que pour tout z €]0, +oo[, h'(x) = a.

En intégrant, on en déduit qu'il existe b € R tel que pour tout x €]0, +oo[, h(x) = ax +b.
Comme h(2) = h(1) d’apres Q5, on a 2a+b=a+b d’ou a=0.

De plus, par la condition (iv), h(1) =¢(1) -=¢(1) =0-0=0 d’ou b = 0.

On en déduit que pour tout = €]0,+oo[, h(z) =0 d’ou :



Q9. Soit N e N*. On a :

<
ﬁexpzim@;)m(wz))

n=1 n
N+ 1\Y2 N on
_TIL_[l( n) 71:[12n+1
N o+ 1\2 N /n+l VN+1
Par télescopage, on a ( ) = = =vN+1
poe ona LI\Z ) =10 = A
On a de plus :
N N N
[[2n=]]2]]n=2"N!
n=1 n=1 n=1
et
N N Zﬁl
2n+1)]][2n k
IJ_VI(Q +1)_,£[1 g k2 (@N+1)! (2N +1)(2N)!
Hen=2)= N TONNI T 2NNI . 9NNl

H 2n
n=1

On en déduit que :

N1\ VNI (2YN)
eXp(,;“”(é))_ ON+1 (2N)

Q10. Par la formule de Stirling, on a :

VN +1(2VN1)2 VN 22N(\/2rNNNe-N)2 1 27N 7

2N +1 (2N)! N=+ew 2N V2r(2N)(2N)2Ne2N — 23/N/AxN 2

oS 3)

On en déduit que li
- n=1
Par continuité de la fonction In sur 0, +oo[, on en déduit que :

i ()0 (£)

N—+o00 —

On a alors : . . oo . . ]
<p(§) = _ln(§) +nz::1un (5) =In2+ Ell’l(ﬂ') -In2= §ln(7r).

On obtient alors : .

v()=(5)+#(1) - 3 1n(m) = (1)

Comme ¢ vérifie la condition (iv), on obtient :

»(1) = 0.

Q11. Montrons que % vérifie les conditions de (C).
(i) Comme ¢ est de classe €’ sur )0, +oo[, par composition et somme, 1 est de classe ¢’ sur |0, +oo|.



(ii) Soit x €]0,+oo[. On a :

8

1/J(x+1)—w(x):xln(2)+<p(xgl)+go(x;2)—%ln(ﬂ)—(w—l)ln(2)—cp(§)—ap(x;1)+%ln(w)

=1n2+<,0(§+1)—g0(g)

= ln2+ln(g) =lnx

car ¢ vérifie la condition (ii).
(iii) On a pour tout z €]0, +oo] :

1 x 1 r+1
I :1 2 - ! - - ! .
v(z) =In +2¢(2)+2@( 2 )

x
Les fonctions z — 5 et z sont croissantes sur |0, +oo[, et & valeurs dans ]0, +oo[, et la fonction

¢ est croissante sur ]0,+oo[ (elle vérifie (iii)) donc par composition puis somme, la fonction ¢’ est
croissante sur |0, +oo|.

(iv) D’apres Q10, ¥(1) = 0.

Ainsi, la fonction v vérifie les conditions (C) donc par l'unicité de la solution prouvée a la partie
précédente, ¥ = ¢ d’ou :

r+1
2

T

pour tout z €]0, +oo[, (z—1)1In(2) + gp(z) + go(

) =p(x) + %ln(w).

EXERCICE 2

1
x(x-1)
F e %>(]0,1[,R) (en tant que fraction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur ]0,1[)
et exp € € (R) donc par composition, g € € (]0,1]).
Montrons le résultat demandé par récurrence sur p € N.
Initialisation : p =0

I.1.a) Notons F':z

Qo()

2 eF®) avec Qo(z) =1¢ .
e Qu(r) = 1€ R[X]

v €]0,1[, ¢ (z) = g(z) =

La proposition est donc vraie au rang 0.
Hérédité : Soit p € N. Supposons la proposition vraie au rang p.
En dérivant ’égalité, on obtient pour tout x €]0, 1] :

_ Qp(r)(z(r-1))* - Qp(r)2p(x(x - 1))~ 1(2r - 1)
(z(z-1))%

97 (@) = (7 (2) e 1 R(x)

Qp(2)
(z(z-1))%

-(2z-1)

F@F (2) ot F'(z) = —(x(x 1))

avec R(x) =

En regroupant :

o @)@ = 1)? = 200, (1) 20 = D 1)) - (22 - Q)
(o(e - D)y

g (x) =

On obtient bien :

P+ Qp+ ( ) x
g () = (z(x - 11))x2(p+1)6F( :

6



ol (p+1 est la fonction polynomiale définie par :

Qp+1(x) = Q]’D(x)xQ(x -1 - (22 -1)Q,(z) 2px(z-1)+1).

’La proposition est donc vraie pour tout p € N et on a pour tout entier p > 1 : ‘

Qp=X2(X-1)?Q;, , -(2X-1)2(p-1)X(X -1)+1)Qp-1.

I.1.b) Montrons par récurrence que pour tout p € N*, le polynéme @), est de degré 3p - 2.
Initialisation : p =1

Comme Qo =1, ona @ = X?(X-1)2x0-2X-1)2(1-1D)X(X-1)+1)x1=-2X +1 donc
deg(@Q1)=1=3x1-2.

La proposition est donc vraie au rang 1.

Hérédité : Soit p € N*. On suppose que que le polyndme @), de degré 3p — 2.

Notons que 3p -2 > 1 donc deg(Qy,) =3p-2-1=3p-3.

Comme Q41 = X?(X -1)2Q, - (2X - 1) (2pX (X - 1) +1) Q,, le polynéme Q.1 apparait comme la
somme de deux polyndémes de degrés 4 +3p—3 =3p+ 1 pour le premier et 1 +2+3p—-2=3p+1 pour
le deuxieme.

En notant C, le coefficient dominant de @), le ccefficient de ()41 devant X3P*! est donné par :

(B3p-2)C, -2x2pC, =-(p+2)C, 0.

On en déduit que deg(@Qps1) =3p+1=3(p+1)-2.
La proposition est donc vraie au rang p + 1.

Pour tout p e N*, @, est de degré 3p —2.

I.2.a) Soit p e N.
Comme @), est une fonction polynomiale, elle a une limite finie en 0 que 1'on note ¢.
On a par ailleurs lilr(r)l+ F(x) = —o00 donc li%k(—F(x)) = +00.

2p

. , . ) . s
Comme par croissances comparées, lim " 0, on obtient par composition :
Yy—>+oo e

L @)

= ! 3-di 3 2p F(x) _
e S TP S 0 c’est-a-dire IIL%H(F(@")) peF (@) - ().

En utilisant la formule définissant ¢(®), on obtient par produit :
li%1+ g®P)(z)=€x0=0.

On raisonne de méme en 1~ : liI{l_ F(z) = —o0 donc lir{l_(F(x))QpeF(x) =0 et @, a une limite finie en 1

d’on par produit, liql_ gP(x) = 0.

lim ¢ (2) = lir{“{ g (x)=0.

r—0%

I.2.b) On rappelle le théoréme de limite de la dérivée :

Soit I un intervalle et a € I. Si f est continue sur I et de classe €! sur I \ {a} et si f’ admet une
limite finie en a alors f est de classe ! sur 1.

Montrons par récurrence que pour tout p € N*, g est de classe €7 sur R.

Initialisation : p =1

Par les théoremes généraux, il est clair que la fonction g est de classe €' sur R~ {0, 1}.

On a de plus thg— g(z) = xlijgl_() =0=g(0) et gchﬁ%{ g(z) =0 d’apres 1.2.a).

Donc g est continue en 0 et on montre de méme que g est continue en 1. Ainsi, g est continue sur R.

7



Enfin, comme g est nulle sur | - oo, 0[U]1, +00[, sa dérivée I'est aussi donc on a lirg g'(z) = 111(1)17 0=0
et lirg+ g'(z) =0 d’apres 1.2.a) et de méme, lir{l+ g'(x)= linlq g'(z)=0.

Par le théoréeme de limite de la dérivée (appliqué a la restriction de g sur | - oo, %] puis sur [%, +o0[),
on en déduit que g est de classe €' sur R.

Hérédité : Soit p € N*. On suppose que g est de classe €7 sur R.

Par les théorémes généraux, g est de classe € sur R\ {0,1} donc g est de classe € sur R~ {0,1}
et par hypothése de récurrence, g(®) est continue sur R.

Comme ¢g(®*1) est nulle sur ]-o0,0[, on a liI(I)l_ g (x) = li%l_ 0=0et li%l+ gV (z) = 0 d’apres 1.2.a).
De méme, linlrl+ g (x) = lir{{ gV (x) = 0.

Par le théoréme de limite de la dérivée appliqué a ¢g®), on en déduit que ¢® est de classe ¢! sur R

donc g est de classe €P*! sur R.
Cela acheve la récurrence donc g est de classe € sur R et elle est nulle en dehors du segment [0,1]

donc :

IT.1. La fonction g est continue, positive et non identiquement nulle sur [0, 1] (car la fonction ex-
ponentielle ne prend que des valeurs strictement positives) avec 0 < 1 donc par stricte positivité de

1 1
I'intégrale, f g(t)dt > 0. Notons K = f g(t)dt.
0

Comme la fonction g est continue sur R, elle admet une primitive G sur R et on a pour tout x e R :

My - G0 —g(x— 3]

Comme G est dérivable sur R et G’ = g qui est de classe € sur R, GG est de classe € sur R.
Par composition avec la fonction affine z — z — 1 de classe > sur R, puis opérations avec des
constantes (K #0), on en déduit que :

‘la fonction h est de classe € sur R. ‘

Soit x €] —o00,1]. On a -1 <0 et pour tout ¢t <0, g(¢t) =0 donc :

[y gDt + [ g(t)dt 0+ K _

W) = K K

1.

Soit x € [2,+00[. Ona z—12> 1 et pour tout t > 1, g(¢) =0 donc :

flx_l g(t)dt _

h(z) = — - 0.

La fonction h est constante égale & 1 sur | — oo, 1] et constante égale a 0 sur [2, +oo].

I1.2.a) Les fonctions x — 2z et x » —2z sont de classe € sur R et h aussi donc par composition
puis produit,

‘(p est de classe € sur R. ‘

Soit p € N*. En utilisant la formule de Leibniz, on a :
p
Vo eR, o®(z) =) (i )Qkh(’“)(2x)(—2)pkh(pk)(—Qx)
k=0

donc
@0y = S (P okp (8 (Y _0\o-k, (k)
#0) =3 (72 0) -2y 10D ),



Comme h est constante sur | — oo, 1[, toutes ses dérivées successives sont égales a 0 sur cet intervalle
donc en particulier pour tout k € N*, h(*)(0) = 0.
Ainsi, il ne reste que le terme pour k=0 :

©®(0) = h(0)(-2)Ph® (0) = 0 car p > 1.

Pour tout p > 1, p®(0) = 0.

I1.2.b) Si x < -1 alors =2z > 2 donc h(-2x) =0 et si > 1 alors 2z > 2 donc h(2x) = 0.
Ainsi, si x ¢ [-1,1], o(z) = h(22)h(-22) = 0 car 'un au moins des facteurs est nul.

La fonction ¢ est nulle en dehors de [-1,1].

Notons que la fonction ¢ est paire car pour tout z € R, p(-x) = h(-2x)h(2x) = p(z).
Etudions ¢ sur [0,1].
Pour tout z € [0,1], —22 <0< 1 donc h(-2z) =1 donc ¢(z) = h(2x).
[ 1
Pour tout x € |0, 5], on a 2z < 1 donc A(2x) =1 donc ¢(z) = 1.

1 2g(2x - 1
Pour tout x € 3 1], ¢'(x) =2h'(2x) = _%

1
< 0 donc ¢ est décroissante sur [5, 1].
On en déduit Iallure du graphe de ¢ :

I1.2.c) Soit p € N*. Pour tout k € [0,p — 1], la fonction |p(¥)| est une fonction continue sur le
segment [—1,1] (par composition de fonctions continues) donc elle est bornée et atteint ses bornes

d’ou lexistence du réel n[laixl] o™ (2)].
xze[-1,

L’ensemble { r?%xl] ‘gp(k)(x)‘ ,k €[0,p—1]} est alors un sous-ensemble fini de R (de cardinal p), qui

admet donc un plus grand élément.

Pour tout p € N*, le réel \, existe.

II1.1.a) D’apres I1.2.a), ¢ est de classe € sur R.
In
Soit n € N*. Les fonctions polynomiales z + §,x et x — — sont aussi de classe € sur R donc par

composition et produit, on en déduit que la fonction g, est de classe ¥ sur R.

‘Pour tout n € N, la fonction g, est de classe € sur R.

I1.1.b) Soit n e N*.
1
Six< 3 alors 3,z < -1 donc ¢(B,x) =0 (d’apres I1.2.b)).

n

1
De méme, si = > a alors 8,z > 1 donc ¢(B,x) = 0.

Ainsi :

1 1
la fonction g, est nulle hors du segment [—— —]

B’ B
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I11.2.a) On a n € N*. Notons f; :z — ¢(B,2) et fo:x — a™.
Ces fonctions sont de classe € sur R et on a pour tout i € N avec i <n

Vo eR, fO(2) = Blo®(Bux) et fi(x)=n(n-1)..(n-i+1)z"" = (n?!@'yxm‘

En appliquant la formule de Leibniz et en divisant par n!, on obtient :

VzeR, g (x !Z()ff”( )9 () (avec j—i<j<n)
VreR (J)(x) Z( )@z (z)(/g x)LJH
’ Z N Ty

I11.2.b) D’aprés I1.2.a), pour tout i € N*, o()(0) = 0 donc en utilisant la question précédente avec
x =0, il ne reste que le terme pour 2 =0 :

On=J
o (0) = (3)e(0) 7 5, =0
car n—j > 0.
III.2.c) La fonction g, est nulle sur ] 00 _ﬁ_[ et sur ]ﬁ_ +oo[ donc ses dérivées successives sont

toutes nulles sur ces intervalles.

1
Ainsi, pour tout = € R tel que |z| > —, gg)(x) = 0.

1 1 1 1
Comme de plus, g(J) est continue en _5_ et en — % , on a aussi gff) ( 5_) gq(f) (ﬂ ) =0.

Pour tout réel x tel que |x| > 5 , gT(L])(x) 0.

I11.2.d) Soit i € [0, j]. Comme la fonction ¢ est nulle en dehors de [-1,1], on a :

max |o® (2)| = max @ (x)| <\, carie [0,n-1].
ze[-1,1 zeR

1
Soit = € R tel que |z < %
On a donc pour tout i € [0, 5], |p® (Baz)| < An, |2]777+ < et (n—j+i)! > 1 d’on par inégalité
triangulaire : !
i (i ,
@) <2 3 (1) = e
n z=0 n
par la formule du binéme de Newton.
Commen-j>letf,>1,onaf3,” >3, dou:
|un|)\
ungs? (2)] <
Bn
Comme S, > 4"|u,|\,, on obtient :
97 2n 1 e
g ()| < o< 2 g
Pour tout réel x tel que |z| < 5— on a [u,g (z)| < 27D,
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II1.3. Soit (n, ) € N2. On a déja établi que si j < n alors g5 (0) = 0.
Etudions le cas j > n. La formule de Leibniz s’applique encore mais pour tout k > n, la dérivée d’ordre
k de x — z™ est nulle. On a alors :

J N AT
VreR, g(])(x): > (J) 1o (Ba)

avec la convention, pour tout réel z, 2° = 1.

On évalue en x = 0.

Comme pour tout i € N*, ¢ (0) = 0, lorsque j > n, tous les termes de la somme sont nuls donc
(])(0) 0 et lorsque j = n, il ne reste que le terme pour i =0 :

J 00 2
9 (0) = 0(0) 5 = (h(0)* = 1.

Ainsi :

pour tout (n,j) € N2, g(])(()) =0 -

I11.4. Utilisons le théoreme de classe € des sommes de séries de fonctions.
Notons pour cette question pour tout n €N, f,, : z ~ u,g,(x).
- Pour tout n € N, f,, est de classe € sur R puisque g, 'est.

- Soit 7 € N. Montrons que la série Z fn ) converge normalement sur R.
nzj+1

Soit n € N avec n > j + 1. D’apres les questions II1.2.c) et I11.2.d), on a pour tout z € R :

1
@) <

est un majorant de {|fpn ])(x)| xr € R} et Hf(])H]R est le plus petit des majorants de cet

Ainsi
) on+l

ensemble donc : )

Vn>j+1, 0< [f9R g

—| < 1), on en déduit par comparaison que

1
1111 Il by nver Tl metriqu Vv
Co e la série on+1 converge (serie géomet € avec

la série ) | FDIR converge.
n2j+1

Ainsi, la série Z fn @ converge normalement et donc uniformément sur R.
nzj+1

On peut donc en déduire que la série Z fn converge simplement sur R et pour tout j € N*, la série
n20

Z fn ) converge uniformément sur R.
n20
Par le théoreme de classe > des sommes de séries de fonctions, on en déduit que o est une fonction

de classe € sur R et pour tout j € N et pour tout z € R,
oW (z) = Z 1,98 () et done o) (0) = Z un gt (0)

d’apres I11.3.
La fonction ¢ répond donc au probleme donné.

Il existe une fonction f de classe €= sur R telle que pour tout j € N, f()(0) = u;.
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