Corrigé du DM 9

Chapitre 7 exercice 6

Constante d’Euler et développement asymptotique de la série harmonique.

1. Soit £ € N*, la fonction ¢ + 1 est continue et décroissante [k;k + 1], donc :

t
vVt e [k k+1], %ﬂ < % < fraclt, donc par croissance de 'intégrale,

k+1 1 k+1 1 k+1 1
[ s qus[ a
k k+1 k t k k

donc :

2. D’apres la question précédente et par somme d’intégalités :

n—1 1 n—1 k+11
— < —dt
i)

k=1 k=1
donc :
"1 "]
ng/ zdt:lnn
j:2] 1
Donc :
S
- = - < n(n
k —
k=1 Jj=2
Et de méme :
n k+11 n 1
Z/ A< o+
k=1"F k=1

donc :

3. On sait que H, —+> +o0, et Vn > 1,In(n) > H,, — 1, donc d’apres le théoreme
n—-+0oo
des gendarmes, In(n) —— +o0.
n—-+00

Donc:1 o (Inn), donc 1+ In(n) ~ In(n);
n n—-—+0oQ

—+o0

et In(n+1) =In(n) + In(1+ 1) avec In(1+ 1) P 0, donc In(n + 1) ~ In(n).
n—r+00 n——4oo
Donc d’apres le théoréme des gendarmes :
H, et In(n).
4. On sait que In(1+z) = z—12%+0(2?) et £ ——— 0; donc
z—0 n nostoco

In{1+ 1 1 1 + L
n - = —— —
n n n—too  2n? © n2

Donc:1—In(1+2) ~ 51 Orlasérie ) - est une série de Riemann conver-
n n n——+oo n n

gente (& termes positifs).
Donc par comparaison de séries a termes positifs :

1 1
la série Z ( —In (1 + >> converge.
n n

On note v sa somme : on 'appelle la constante d’Euler.

De plus, d’apres le théoreme de sommation des relations de comparaison, en notant
] )
R, le reste d’ordre d’ordre n de cette série :

—+oo
1
n—-+oo n
k=n+1

De plus par comparaison série-intégrale avec t — t% positive, continue et décroissante
sur [1;+oo[, pour tout n, N € N*,

N N N-1
[ haey L[l
n+1 n

N
1 1 1 1 1
(n—1) N Z k2 " n (N-1)
k=n-+1

Donc :

Et par passage a la limite (N — +00) des inégalités larges :
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Or: (n—ll) ~ % ; donc d’apres le théoreme des gendarmes,
n—-+oo

k=n+
Donc :
1
}%n n—-+00 2n’
5. Soit n € N,

n 1 1 n 1 n
Z(k_ln(1+k>>zzk Zlnk‘—Fl In(k))
k=1 k=1 k=1

1
= = In(n+1) (somme télescopique)
k=1

Donc u,, est la ni®™e somme partielle de la série convergente de la question précédente.
Donc :

‘ la suite u converge vers 7.

6. Avec les notations des questions précédentes, R, + u, = v, et R, donc

~ L7
n—-+oo 2n
R, 3=+ o(+). Donc :

n—++

Sl +y+L+ o (1)

ke1 n—-+oo

Chapitre 8 exercice 3

On pose pour tout n € N* la fonction f,, : x +— nsin(z) cos”™(z) sur [0; T].

1. Soit z € ]0;%], donc cos(x) € [0;1[, donc par croissances comparées,

ncos™(x) —— 0, donc f,(z) —— 0.
n——+o00 n—-+o00

Pour = 7, pour tout n € N, f,,(z) =0 —— 0.
n—+oo

Donc :

la suite de fonctions (fy,)nen+ converge simplement vers la fonction
nulle 6 sur [0; 7].

2. Pour tout n € N*, par changement de variable ¢t = cos(z)

I—/ ful

= —n)/O cos" () cos'(r) dx

(—n) /10 t"dt

- —1
n+1 notoo

Supposons par I'absurde que f, — Y L 9 sur [0;%]; done I,, ——— fog 0dz =0
n—-+oo n——+oo

d’ou la contradiction.

vn e N* I, =

n ; : 4 .
1> la suite (fy)nen+ ne converge pas uniformément sur [0; 7].

3. Soit [a;b] un segment de ]0; Z]. Pour tout x € [a;b],
cosb < cosz < cosa

Donc, pour tout z € [a;b] :
[fn ()] < n(cos(a))”

Done : || full oo (a5 < n(cos(a))™. Or 0 < cos(a) < 1, donc d’aprés le théoreme des crois-
sances comparées, n(cos(a))™ e 0. Donc d’apres le théoréme des gendarmes,
n—r+0o0

Hf%/_'enooja;ﬂ 7;____+ 0.

Donc :

‘ la suite (fn)nen+ converge uniformément sur tout segment de ]0; 7. ‘

Lycée Victor Hugo, Besangon

Corrigé du DM 9 2/2



