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◦
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vendredi 29 novembre.

À rendre le mercredi 4 décembre.

Exercice 1 On pose, pour tout entier n > 0, hn =
n

∑

k=1

1

k
.

1. Montrez que pour tout x > 0,
x

1 + x
6 ln(x+ 1) 6 x.

2. En déduire que pour tout k > 1,
1

k + 1
6 ln(k + 1)− ln(k) 6

1

k
, puis que pour tout

n > 1, ln(n+ 1) 6 hn 6 ln(n) + 1.

3. On pose pour tout entier n > 0, un = hn− ln(n) et vn = un−
1

n
. Montrez que les

suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont adjacentes.

4. On appelle γ (constante d’Euler) leur limite commune. Montrez que

hn = ln(n) + γ + o(1).

5. Déterminez un encadrement de

εn = hn − ln(n)− γ,

(pour n > 0), et en déduire hn = ln(n) + γ +O

(

1

n

)

.

6. Soit ε > 0. Donnez une valeur approchée de γ à ε près, i.e. un réel r ne s’exprimant

pas en fonction de γ tel que −ε 6 r − γ 6 ε.
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