LyciE VICTOR HUGO — BESANCON
PC* ANNEE 2024-2025

Théoréme de Cayley-Hamilton et lemme de décomposition des noyaux (REDUCTION)

I. DEUX DEMONSTRATIONS DU THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Méthode 1 : par les matrices compagnons (version endomorphisme)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n non nulle. Soit f € Z(FE).

Q1 Dans cette question uniquement, on suppose que z est un vecteur de E tel que la famille
B =z, f(z),... ,f”‘l(x)) est une base de E.

a) Déterminer la matrice de f dans la base %.
b) Calculer le polynéme caractéristique de f.
c) En déduire x¢(f)(z).
Q2 On revient au cas général, en supposant que z est un vecteur quelconque de £ non nul.

a) Montrer qu'il existe un entier k compris entre 1 et n tel que .7 = (:c, fx),..., [kt (x)) est
libre et Vect(.%) est stable par f.

b) Justifier qu’il existe une base % = (eo, . ,en_l) de E telle que pour tout j € [0,k — 1],
e; = fi(x) et déterminer la matrice de f dans cette base.

¢) Montrer que xs(f)(x) =0g.

Q3 Conclure.

Méthode 2 : par trigonalisation (version matricielle)

Soit n € N*. Soit A € 4, (K).
On voit A comme une matrice a coefficients complexes et on note u 'endomorphisme de C" canoni-
quement associé a A.

Q4 Montrer qu’il existe une base Z = (eq,...,e,) de C" telle que T' = Matg(u) est triangulaire
supérieure.

On note Ay,..., A\, les ccefficients diagonaux de 7.
k

Pour tout k € [1,n], on pose P, = [J(X = \)).

i=1

Q5 Donner 'expression de x4 en fonction de Ay,..., \,.

Q6 Montrer que pour tout x € Vect(ey), Py(u)(x) = 0cn.
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Q7 Soit k€ [1,n—1]. On suppose L (k) : Vz € Vect(ey, ..., ex), Pe(u)(z) = Ocn.
a) Montrer que pour tout = € Vect(ey,...,ex), Prri(u)(z) = 0cn.
b) Montrer que (u— Agi1iden)(exs1) € Vect(eq, ..., ex).
¢) En déduire que Pyy1(u)(egs1) = Ocn.
d) En déduire Z(k+1) : Va € Vect(eq, ..., ex1), Per1(u)(x) = 0cn.

Q8 Conclure.

II. LEMME DE DECOMPOSITION DES NOYAUX

Soit E un K-espace vectoriel (ou K désigne R ou C).
Soit v un endomorphisme de E.

d

On considere le polynéme P = H(X —Ag) oudeN* et \,...,\g sont d éléments de K deux a deux
k=1

distincts.

On note L,..., Ly les polynomes d’interpolation de Lagrange associés aux scalaires \q, ..., \g.
Le but de cet exercice est de prouver 1'égalité :

Ker(P(u)) = éKer(u - \ldg).

=1

Q1 Soit j € [1,d]. Montrer que Ker(u - \;1dg) c Ker(P(u)).

Il reste a prouver que la somme est directe et qu’'on a Ker(P(u)) c éKer(u -\ 1dg).
Soit x € Ker(P(u)). On souhaite donc montrer qu’il existe un uniqué:c;—uplet (z1,...,24) de vecteurs
de E vérifiant pour tout j € [1,d], z; € Ker(u - A\;Idg) et = = zd::r;j.
On raisonne pour cela par analyse-synthese. &
o
On suppose que 1, ..., x4 sont d vecteurs de E vérifiant pour tout j € [1,d], z; € Ker(u—-\;Idg)

d
et x = ij.
j=1

d
(a) Montrer que pour tout Q € K[X], Q(u)(z) = Y Q(\;)x;.
j=1
(b) En déduire que pour tout k € [1,d], xx = Ly.(u)(x).

Qs [Sitis

On pose pour tout j € [1,d], z; = L;j(u)(x).
(a) Pour tout j € [1,d], exprimer le polynéme (X — A;)L; en fonction de P et en déduire que
z; € Ker(u—-\1dg).
d d
(b) Que vaut Y L;(u)? En déduire que ) z; = .

J=1 J=1

Q4 Conclure.

Q5 Application : On suppose que E est de dimension finie et que u admet un polynéome annulateur
scindé a racines simples. Montrer que u est diagonalisable.
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CORRIGE
I. Théoréme de Cayley-Hamilton - Méthode 1 : par les matrices compagnons
Q1 a) Pour tout k € [0,n — 1], posons uy = f¥(x).

On a pour tout k € [0,n—2], f(ux) = f(f*(x)) = fF1(x) = ups1.
Pour k=n-1,0n a f(u,1) = f(f"(x)) = f*(z).
n-1

Comme & est une base de E, il existe (aq,...,a,-1) € K tel que f"(x) = Z Ay,

k=0
On en déduit la matrice de f dans la base £ :
0 -0 Qo
1 - aq
o100
0 0 1 apq
Q1 b) Notons A =.Zatx(f).
X - 0 —ag
-1 X : —ay
Les polynomes caractéristiques de f et A sont égaux donc x s = det(XI,,-A)=| 0 -1 :
oo -1 X :
0o -« 0 -1 X-a,4
Par l'opération L, « Z X*1L,, on obtient :
k=1
0 = - 0 P(X)
-1 X : —ay n-1
xp= 0 -1 =~ : ot P(X)=-> a1 X'+ X" (X - an).
: .- X : k=1
0 - 0 -1 X-a,4

En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient :
xs = (=1)"P(X)(-1)"" = P(X)

car le déterminant de taille n — 1 obtenu est celui d'une matrice triangulaire supérieure dont tous les
coefficients diagonaux valent —1.

Ainsi :
n—-1
Xf=X"~ Z apX*.
k=0
n—-1
Q1 c)Onaxs(f)=/"-> apf" donc :
k=0

v ()(@) = () - Zioakf'f(x) _ f()Z ~ 0,

d’apres Qla).
Ainsi :

Xr(f)(z) =0p.
Q2 a) Considérons l'ensemble A = {¢ € N*, (x,f(x), .. .,ff‘l(x)) est libre}.

On constate que A est une partie de N qui a les propriétés suivantes :
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- A est non vide car la famille (x) est libre puisque x #+ Og donc 1 € A,
- A est majorée par n puisque si £ € A, (x,f(x), .. .,ff‘l(x)) est une famille libre de E donc
son cardinal, qui est égal a ¢, est inférieur a la dimension de E, qui est égale a n.
On en déduit que A admet un maximum k qui est compris entre 1 et n.
Pour tout j € [0, k - 1], on note désormais e; = f7(z).
Pour tout j € [0,k -2], f(e;) = f(fi(x)) = f7*H(x) = €41 donc f(e;) € Vect(F).
De plus, par définition de k, la famille (ac, f(x),..., f’“‘l(x)) est libre et la famille (1;, f(x),..., f’“(ac))
est liée donc f(ex_1) = f¥(x) € Vect(F).
Comme pour tout ¢ € [0,k — 1], f(e;) € Vect(F), on en déduit par linéarité de f que Vect(.F) est
stable par f.
Ainsi :

il existe un entier k compris entre 1 et n tel que % = (1:, flx),..., f’“(x)) est libre
et Vect(.#) est stable par f.

Q2 b) On note toujours pour tout j € [0,k - 1], e; = fi(z).

Comme la famille (eq,...,e,_1) est une famille libre de E, par le théoreme de la base incompléte, on
peut compléter cette famille en une base % = (ey, ...,e,-1) de E (car dim(FE) =n).

Comme Vect(ey,...,ex_1) est stable par f, on sait par le cours que la matrice de f dans cette base
est triangulaire par blocs :

Matz(f) = ( (61) g) avec A = M atz(f) on f est Pendomorphisme induit par f sur F = Vect(.%).

Q2 c¢) Calculons le polynoéme caractéristique de f en calculant celui de la matrice obtenue a la
question précédente. Comme la matrice est triangulaire par blocs, on a :

XI,-A -B
Xf = ‘ (0) XI, - C ‘ = det(X I, — A)det(X 1, - C) = xa-XC = XF-XC = XC-XF-

Ainsi, x;(f) = xe(f) o x7(f) done x;(f)(x) = xo (/) (xf(f)(2))-
Comme x € F, on a aussi x7(f)(z) = Xf(f) (x) = 0p en appliquant la question 1 avec f e Z(F).

Ainsi, xr(f)(z) =xc(f)(0r) = 0p.

Xy (f)(z) = 0p.

Q3 On a montré que pour tout vecteur  non nul, xs(f)(z) = O et ceci est encore vrai pour le
vecteur nul car x¢(f) € Z(E).
On en déduit que :

X7 (f) = 0gm).-
I. Théoréme de Cayley-Hamilton - Méthode 2 : par trigonalisation

Q4 Par le théoreme de d’Alembert-Gauss, le polyndéme caractéristique de u est scindé sur C donc u
est trigonalisable.
Ainsi :

il existe une base & = (eq,...,e,) de C" telle que T' = Mat »(u) est triangulaire supérieure.

Q5 Comme A et T représentent un méme endomorphisme dans deux bases, elles sont semblables
donc x4 = xr. Comme T est triangulaire, on en déduit que :

va = T1CC- ).

i=1




Q6 Par lecture sur la matrice T, on a u(ey) = A\je;.

On a donc P;(u)(er) = (u—=Alden)(e1) = u(er) = Adreq = Ocn.
Soit x € Vect(ey). Il existe o € C tel que z = ae;.

On a donc par linéarité, Py (u)(z) = aPy(u)(e1) = Ocn.

Pour tout x € Vect(ey), Pi(u)(z) = Ocn.

Q7 a) Soit = € Vect(ey,...,ex). On a Py(u)(x) =O0cn.
Comme Pyyq = (X = Agy1)Pr, on a Pryq(u) = (u— Agy1lden) o Pr(u) donc :

Pk+1(u)(x) = (u - /\k+11d(cn)(Pk(u)($)) = (u - )\k+11dC")(OC") = Ocn.

Ainsi :

Ve Vect(eq, ..., er), Pri(u)(x) =0cn.

Q7 b) Pour tout (7,7) € [1,n], on note ¢, ; le coefficient de la matrice 7" d’indice (3, 7).
Comme la matrice T" est triangulaire supérieure, si ¢ > j alors on a t; ; = 0.
Par lecture sur la matrice, on a donc :

k+1 k
u(eps1) = Z Li k16 = Zti,ku@i + Ngs1€he1-
i=1 i=1
k
On a donc (u — Agy1lden)(exs1) = u(ers1) = Ags1€ks1 = Z tik+1€i € Vect(eq, ..., ex).
i1

(= Ags1lden) (ers1) € Vect(eq, ... ex).

Q7 ¢) D’apres la question b), on peut appliquer Z(k) avec x = (u — Agy1ldcn ) (€xe1).
On obtient que Pk(u)((u - )\k+11d<cn)(ek+1)) = 0cn cest-a~dire Py(u) o (u— A\gy1lden)(exs1) = Ocn.
OI‘7 Pk(u) o (u - >\k+11d(C") = (Pk(X - /\k+1))(u) = Pk+1(u).

D’ou :

Pk+l(u)(ek:+1) = Ocn.

Q7 d) On a donc prouvé que pour tout j € [1,k + 1], Pri1(u)(e;) = Ocn.
Comme Py,q(u) est linéaire, on en déduit que :

| P(k+1) : YaeVect(ey,...,ex), Pea(u)(x) = Ocn.

Q8 On a montré &(1) a la question 6 et pour tout k € [1,n - 1], £ (k) implique Z(k + 1) d’apres
la question 7.
Par récurrence (finie), on en déduit que pour tout k € [1,n] :

Va e Vect(ey,...,er), Pu(u)(x) =0cn.

En particulier, pour tout x € Vect(ey,...,e,), P,(u)(z) =0cn.
Comme Vect(ey,...,e,) =Cm et P, = x4, on en déduit que xa(u) = 0¢cn).
Comme x4(A) est la matrice de x4(u) dans la base canonique, on en déduit que :

XA(A) = On.

II. LEMME DE DECOMPOSITION DES NOYAUX

Q1 Soit z € Ker(u - A\;Idg). On a (u - A\Idg)(z) = 0 donc u(x) = A\jz.
On sait par le cours qu'on a alors P(u)(x) = P(\;)z.
Or, A; est une racine de P donc P();) = 0.



On en déduit que P(u)(x) = 0p c’est-a-dire x € Ker(P(u)).
On a donc prouvé 'inclusion :

Ker(u - \;1dg) c Ker(P(u)).

d
On en déduit I'inclusion ) Ker(u - A;Idg) ¢ Ker(P(u)).
j=1
Q2 (a) Soit @ € K[X]. Comme Q(u) est une application linéaire, on a :

Q(u)() = Qu) (zaz) . i@(u)(xn.

Or, pour tout j € [1,d], on a z; € Ker(u — A\;Idg) donc u(x;) = \;z;.
On en déduit par le cours que Q(u)(z;) = Q(A;)z;.
Ainsi :

pour tout @ € K[X], Q(u)(x) = i@()\j)xj.

Q2 (b) Soit k € [1,d]. Par la question précédente appliquée avec @) = Li, on obtient :

Li(u)(x) = ZLk()\ )z = Z Li(Nj)zj+ Lpg(Ag)xy, = Z 0.2 + Loy, =y,

J=1 J=1
j*k J*k
. , 1lsij=k
car on sait que pour tout j € [1,d], Ly();) = 0sij#k

Ainsi :

pour tout k € [1,d], zx = Lg(u)(z).

Q3 (a) Soit j € [1,d]. On a :

X -\ d
k¢] i: k}¢j
d 1
En notant o = H on a alors | (X - \;)L; =a;P|.
=i
.7

On a alors :
(u=N1dg)(z;) = (u=M\Idg)(L;i(u)(x)) = [(u-Aldg) o L;(u)](z)
= [(X = Aj)(u) o Lj(w))(z) = [(X = Aj) L;](u)(2) = o P(u)(2) = Op

car x € Ker(P(u)).
On en déduit que :

pour tout j € [1,d], x; € Ker(u - \;Idg).

d d
Q3 (b) On sait que » L;=1donc | Y L;(u) =Idg.
7=1

j=1

d d
On en déduit que Y L;(u)(z) =Idg(z) =z don |z =) ;
j=1

J=1

Q4 Dans la synthese, on a montré que pour tout = € Ker(P(u)), il existe un d-uplet (zy,...
d

de vecteurs de E vérifiant pour tout j € [1,d], z; € Ker(u - A;Idg) et =) x;.
j=1
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d
On a donc établi I'inclusion Ker(P(u)) ¢ Y Ker(u - \;Idg).
=1
d
Comme on avait prouvé précédemment que » Ker(u - A;Idg) ¢ Ker(P(u)), on en déduit I'égalité :
j=1

d
Ker(P(u)) = ; Ker(u - A\;1dg).

De plus, on a prouvé dans I'analyse I'unicité d’écriture d'un vecteur quelconque de Ker(P(u)) comme
somme d’'un élément de chaque Ker(u - A;Idg) pour tout j € [1,d].
d

Cela prouve que la somme Y Ker(u - \;Idg) est directe.
j=1
Ainsi :

Ker(P(u)) = é Ker(u - A\;Idg).

J=1

Q5 Soit P un polynome annulateur de u scindé a racines simples.
d

On peut écrire P = [J(X - Ag) ot d € N* et Ay,..., Ay sont d éléments de K deux a deux distincts.
-1

Par le lemme de décomposition des noyaux, on a donc :
d
Ker(P(u)) = @ Ker(u - \;1dg).
j=1

Comme P est un polyndéme annulateur de u, on sait que sp(u) c {Ay,..., A\g}.
On note J = {j € [1,d], Ker(u - A;Idg) # {Og}. Ainsi, pour j € [1,d], j e J < A; esp(u).
On a alors :

Ker(P(u)) = @Ker(u -\ ldg) = . GB( )E,\(u).

Enfin, comme P(u) = 0¢(g), on a Ker(P(u)) = E.
Ainsi :
E = GB E,\(u)
Aesp(u)

On en déduit que :

I’endomorphisme u est diagonalisable.




