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PROBLEME 1 - DERIVATION DES SOMMES DE SERIES DE FONCTIONS (extrait Centrale 2 MP 2022)

I. INEGALITES D'INTERPOLATION DES DERIVEES

I.A - CAS PARTICULIER K =1

Notons que toute fonction continue sur un segment est bornée d’apres le théoreme des bornes atteintes
donc sa norme infinie existe.

Q1.

Soit f e C*([0,1]).| Soit x €[0,1].

Selon I'inégalité des accroissements finis appliquée a f dérivable sur I'intervalle [0, 1] & dérivée
bornée, on a :

[f (@) = fla)l <[ - lo =2 <[]
car z €[0,1] et &1 €[0,1] donc |z — 24| < 1.
Par inégalité triangulaire, on a alors :

[f (@) <[f () = )]+ [f @)l <[l +1f (@)l

On en déduit que |f'| . +|f (x1)| est un majorant de {|f(z)|, z € [0,1]} et ||f]c est le plus
petit majorant de cet ensemble d’ou :

[Flloo <[ o + -1 (1)l

Ceci montre |I'inégalité d’interpolation (I1.2) avec C' =1

I1.B - CAS PARTICULIER K =2

Q2.

Q3.

Soit x € [0,1] et f €C2([0,1]).
Par I'égalité des accroissements finis appliquée a f dérivable sur Jxi, 25 et continue sur
(72) = f (21)

Ty — X1
Puis par 'inégalité des accroissements finis appliquée a f’ dérivable sur [0, 1] a dérivée bornée,

on obtient :
2~ T

Comme z € [0,1] et c€[0,1], on obtient :

B f(x2) = f (21)

T

[x1,x2], il existe ¢ € Jx1, x| tel que f'(c) = /

=17 @) = (O <1 e - = l.

f'(x)

<[ -

Soit f € C2([0,1]).

Avec I'inégalité triangulaire, on déduit de la question précédente :

[ (z2) = f (1) N ‘f(xz) - f(z1)
T To — X1

Vae[0,1], |f'(z)] < Ty —

<[ +

i T

car o —x1 > 0.
Comme la borne supérieure est le plus petit des majorants, on obtient :

|f (e1)| +]f ($2)|

To —T1

[Fleo < 17" +




Q4. Soit feC?([0,1]). Posons C' =1+

To — I

On a <C et |f(x1)]+]f(x2)| >0 donc par la question Q3, on obtient :

To —I1

[ oo < 1" oo + C(f ()] + [ (22)]) -
On a de plus selon Q1 et Q3 :

|f(932)|-

14 I’ f X + f X 144 1
£l € 177117 o)) o LS CN )y v o —
To — T T2 — T
Comme — <Cet|f(z2)] 20, 0n aalors | flle <[ f"] +Clf (x1)|+C|f (22)].
9 — T
Ainsi :
max (|| flleo, [ f'lo0) < 1"l + C (If ()| +|f (22)])
Dans le cas K =2, on a bien montré |'inégalité d’interpolation (I1.3) avec C'=1+ .
To — 1

I.C - CAS GENERAL PAR INTERPOLATION DE LAGRANGE

Q5. Soit (P,Q) € (Rx_1[X])*. Soit AeR. On a :

TYAP+Q)=((AP+Q)(z1),...,(AP+Q)(zK))
= (AP(xl) +Q(x1),..., \P(xk) + Q(QZK))
=A(P(z1),...,AP(zk)) + (Q(z1), ..., AQ(zK))
= \U(P) +0(Q).

Ainsi, ¥ e (Rg_1[X],RE).

Montrons que V¥ est injective.

Soit P e ker (¥). On a ¥(P) =0 donc P(z;) =-=P(zk)=0.

Ainsi, P admet au moins K racines distinctes et deg(P) < K - 1.

On en déduit que P est le polynéme nul.

On a donc ker(¥) = {0} d’ou ¥ est injective.

Comme dim (Rg_1[X]) = K = dim (R¥) (dimension finie), on conclut que :

‘l’application U est un isomorphisme.‘

Q6. Notons (eq,...,ex) la base canonique de RX.
Pour i € [1, K, on pose L; = U~!(e;) de sorte que L; € Rx_1[X] et Vje[1, K], Li(z;) = 0; ;-
NB : Les polynomes Ly, ..., Lk ainsi définis sont les polynomes d’interpolation de Lagrange
aSSOCIES O X1, ..., Tk.

Soit alors f € CK([0,1]) et P = if(x])Lk
=1

On a pour tout ¢ € [1, K], P(xy) = if(i‘])Lk(Ig) = if(mj)(SW = f(xy).

j=1 j=1

K
le polynéme P = Y f(xz;) L; vérifie V0 e [1, K], P (x¢)=f(z¢).
=1

Il existe K polynoémes Ly, ..., Lx de Rx_1[X] tels que, pour toute fonction f e CK([0,1]),




Q7. On procede par récurrence bornée.
L’initialisation est obtenue par Q6, qui nous donne K réels x; < --- < xx de [0, 1] en lesquels
fO - pO = f_ P gannule.
Pour I'hérédité : Soit k € [0, K —2] tel qu'il existe au moins K -k réels distincts que 1'on note
Y1 < <yg_x de [0,1] en lesquels la fonction f*) — P(¥) gannule.
Soit j € [1, K - k —1]. La fonction g = f(®) — P() est dérivable sur [y;,y;+1] (car f est K fois
dérivable sur [0,1]) et g (y;) = g (yj+1) = 0.
Par le théoreme de Rolle, on en déduit qu'il existe z; € Jy;, yj+1[ tel que :

(5) = (- PO (5) =0
Comme 0 <y <21 <Ya <29 < <Yg_p-1< ZK-k-1 <Yk < 1,0onaobtenu K-k-1=K-(k+1)

points d’annulation dans [0,1] de f(+1) — pk+1),
On peut conclure la récurrence :

pour tout k € [0, K — 1], il existe au moins K — k réels distincts de [0,1]
en lesquels la fonction f*) — P(*) g’annule.

Q8. [Soit ke [0, K — 1].
Comme f € CK([0,1]), f*)—P® e C([0,1]) donc on peut lui appliquer Q1 avec 2}, un élément

de [0,1] :
|£® - P®| < H(f(k) —POY[ w|(fB - P®)Y ().

Or, par la question Q7, on sait qu'’il existe au moins un réel de [0,1] en lequel f®) — P(k)
s’annule (car K -k > 1) donc on choisit 2 tel que (f*) — P(*)) (x1) = 0.
On en déduit l'inégalité :

[7® = PO <[ /0 - PO

Q9. D’aprés la question Q8, la suite (|| f*) — PR}, - est croissante donc pour tout k € [0, K - 1] :
1700 P < 10— po)
Comme deg(P) < K -1, on a P) =( d’ou pour tout k€ [0, K - 1] :
| £© = PO <] £5

puis par inégalité triangulaire (toutes les fonctions considérées sont bien bornées car continues
sur le segment [0,1]), on obtient :

PR W FAS e Vel
Ainsi :
K-1 '
el K -1, L] <O+ 5 10,
=0

En utilisant Q6, on a de plus pour tout i € [0, K - 1] :

If(:vz)lHL()H (maxHL“H) ol

(%) S
o= 5

f(ze) LY

En posant C = Z (1151]&?}% HLY)HOO) qui ne dépend que de x1,...,2g, on a donc :

K
Vee[0,K 1], [f®|_<|f5)_+C X[ f(ze)l.
/=1

On a donc trouvé une constante C' > 0 (car par exemple, | L[, > 0 car Ly n’est pas le polynéme
nul) pour laquelle 'inégalité d’interpolation (I.1) est vérifiée :

K
vfeck((0,1]),  max [f®] < !!f(K)!!m+OZZ|f(xe)l
=1

O<k<K -1




II.DERIVATION CX POUR LES SERIES DE FONCTIONS

II.A - ENONCE GENERAL

Q10.

Q11.

Soit k € [0, K —1].

Par la question 9, il existe C' > 0 tel que :

Vn eN,

W<

K
e IR ACH]

Les séries Z

fqu)H et Y |fn(ze)| pour tout £ € [1, K] sont convergentes selon (H1) et (H2)

K
fTEK) H +C Y \fn(a:g)\) converge.
e =1

Par comparaison par inégalité de séries a termes positifs, on en déduit que la série Z
n20

donc par linéarité, la série )"
nz0

)

converge.
Cela signifie que :

la série £ converge normalement sur [0,1].

Comme proposé dans 1’énoncé, on pose o : [0,1] - [a,b] ou o(t) = (1 -t)a+tb=(b-a)t+a
pour tout ¢ € [0,1].

La fonction o est continue et strictement croissante sur 'intervalle [0,1] et elle vérifie 0(0) = a
et (1) =b. Ainsi, o est bijective de [0,1] sur [a,b].

On pose pour tout n €N, g, = f, o0 et pour tout £ € [1, K], yo = o7 (zy).

Comme o est affine, pour tout n € N, g, est de classe CK([0,1]) de dérivées :

VE € [0, K], g,(lk) = (b—a)kfék) o0.

Pour tout h: [a,b] - R fonction bornée, on note |hf o [qp] = sup |h(t)|.
te[a,b]

Comme o est bijective, on remarque que {|h(t)|, t € [a,b]} = {|h(c(2))|, z €[0,1]}.
Ainsi, Ao fap) = [0 0,017 = [h o 0]co.

On en déduit que pour tout n € N et pour tout k € [0, K] :

k k k
195 oo = (0= a)* £ o ) = (0= ) ¥ | £ oo sy

donc
1

k k
£ o a1 = o) l9e e (5.

On vérifie maintenant les hypotheses pour utiliser Q10 :

— 1yp < - < yg sont des réels distincts de I'intervalle [0,1] car o1 est également strictement
croissante,

— (gn) est une suite de fonctions de classe C¥ sur [0, 1] vérifiant les deux hypotheses :

(H1) lasérie de fonctions 3. ¢t converge normalement sur [a, b] (car ¥ | f$* | oo,[a,] CONVETEE
donc ¥ HgflK)Hoo aussi par (*)),
(H2) pour tout ¢ € [1, K], la série numérique Y. g, (v¢) = ¥ fn (x¢) est absolument conver-
gente.
Ainsi par Q10, on en déduit que pour tout k € [0, K - 1], la série ¥, gﬁf) converge normalement
sur [0,1] donc la série ¥, Hfék)ﬂoo’[a,b] également par ().
On a donc prouvé que :

pour tout k € [0, K — 1], la série fqﬁ’“) converge normalement sur [a,b].
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Q12.

(i) Pour tout n € N, la fonction f, est de classe C¥ sur [a,b].

(i) Soit k € [1, K — 1]. La série de fonction ¥ f$* converge normalement donc simplement sur
[a,b] selon Q11 de somme Fj,.
(ii) La série de fonction ), féK) converge normalement donc uniformément sur [a, b] de somme F.

Avec (i), (ii) et (iii), par le théoreme de cours sur la classe CX des sommes de séries de fonctions,
on obtient :

Fy est de classe CX sur [a,b] et Fo(k) = F}, pour tout k € [1, K]J.

II.B - APPLICATION SUR UN EXEMPLE

Q13.

Q14.

Soit 7 € N*. Notons g la fonction x +> (=1)72-12* = (~1)ne-nen2,

La fonction g est continue sur 'intervalle ]0, +oo[ donc elle admet une primitive G sur ]0, +oo[,
qui est dérivable donc continue sur ]0, +oo[ donc G admet une primitive H sur |0, +oo[.
Ainsi, H est une fonction deux fois dérivable sur 0, +oco[ et H” = g qui est continue sur ]0, +oo[
donc H € C?%(]0, +oo[).

Unicité : On suppose que f, est une fonction de classe C%(]0, +oo[) vérifiant f,,(1) = f,(2) =0
et pour tout z >0, f(z) = g(x).

Alors en intégrant, il existe a € R tel que pour tout = > 0, f!(x) = G(x) + a puis il existe b € R
tel que pour tout z >0, f,(x) = H(x) +ax +b.

Comme f,(1)=f.(2)=0,ona H(l)+a+b=0et H(2)+2a+b=0donca=H(1)- H(2) et
b=H(2) - 2H(1).

Ainsi, pour tout z >0, f,(x) = H(z)+ (H(1) - H(2))x + H(2) - 2H(1). D’ou 'unicité.
Ezistence : Posons pour tout x >0, f,(z)=H(z)+ (H(1)-H(2))z+ H(2)-2H(1).

Alors f, € C%(]0,+00]), fu(1)=H(1)+ H(1) - H(2) + H(2) - 2H(1) =0,

fa(2) = H(2)+2(H(1)-H(2))+H(2)-2H (1) = 0 et pour tout = > 0, f/(z) = H'(z) + H(1) - H(2)
puis f7(z) = H"(z) = g(z) = (-1)"27"=*. D’on I'existence.

Ainsi :

il existe une unique fonction f, € C2( ]0, +oo[ ) vérifiant
(1) =0, £o(2) =0 et f7(z) = (~=1)"27"*" pour tout z > 0.

Soit [ar, B] un segment de ]0,+oo[ avec a < f3.

On pose a =min(q, 1) et b=max(f,2).

On veut appliquer I1.A sur le segment [a,b] avec K =2, 21 =1 et x5 = 2.

— On a bien deux réels distincts 1 < x5 de [a, b].

— (fn)ps1 est une suite de fonctions de classe C? sur [a,b] vérifiant les deux hypotheses :
(H1) La série ¥ f{? converge normalement sur [a, b].

nx1
En effet, on a pour tout n e N* :

Hf?llluoo,[a,b] = SFIZ] e—nmz In2 _ e_na2 In2 _ 2—na2
z€[a,

. 2 ’ .
car la fonction x + e " In2 egt décroissante sur R,.

;. _na2 ;. , o . _ .2 _ 2
Or, la série 27"%" converge car c’est une série géométrique de raison 279 = e @ In2 ¢
b
nx1

[0,1] (a>0).
(H2) Pour tout £ € {1,2}, la série ¥ f, (x;) converge absolument car Vn e N*, f, (z;) = 0.

n>1

Ainsi, par Q10 (k = 0), on obtient que la série de fonctions Y. f,, converge normalement sur [a, b]
+00

et par 12, sa somme F est de classe C? sur [a,b] et pour tout = € [a,b], F"(x) = ¥ f, ().
n=1

(k=2).
Comme tout ceci est valable sur [a,b] et [«, 5] c [a,b], c’est valable sur [«, 5].



Ainsi :

la série de fonctions Y f,, converge normalement sur tout segment inclus dans ]0, +oo[

et F est de classe C? sur ]0,+oo[ avec Vx €]0,+oo[, F"(x) = ff,'{(x)
n=1

car ces propriétés sont vraies au voisinage de tout point de ]0,+oo[ (propriétés locales).

Q15. On a pour tout x €]0, +oo] :

(-1t 1
1+22 149202

Fi(a) = S -

. . , s 2
car il s’agit d’'une somme géométrique avec | - 27%°| < 1.

1

Vo G]O, +OO[, F"(I) = —W.

Q16. On définit G :t — F(t+ 1) sur [0,1] qui est de classe C% sur [0,1] car F' l'est sur [1,2].
D’apres Q9 (ou Q4), comme 0 < 1 alors il existe C' > 0 indépendant de G tel que

[Gllee < 1G" ][0 + C(IG(O)] +[G(1)]) -
Or,ona G(0) = F(1) = ) fu(1) =0 et de méme G(1) = F(2) =0 d'ott |G < [G"]co-
n=1

Par ailleurs, on a;

" /4 _ 1
VtE[O,].], G (t)—F (t+1)——m
- o1 T
d’ou Vit e [071]7 |G (t)| - 1 +2(t+1)2 < 1 +2(0+1)2 - g
Ainsi : .
vte[01], |G <|Gle < 1G] < 5

On en déduit :

Va e [1,2], [F(2)| = |Gz - 1)| < %

PROBLEME 2 - MATRICES QUASI-NILPOTENTES (extrait Mines PSI 2016)

A. EXEMPLES

Q17. Le polynome caractéristique de D est yp = X2 + 1.
Il n’a aucune racine réelle et le spectre réel de D est donc vide.
En particulier, D n’a aucune valeur propre réelle non nulle.
Ainsi :

la matrice D est quasi-nilpotente vue comme matrice de Ms(R).

Le spectre complexe de D est {i,—i} et contient au moins un élément non nul (par exemple 7).
On en déduit que :

la matrice D n’est pas quasi-nilpotente vue comme matrice de My(C).

Q18. Le polynéme caractéristique de B est
x5 =X%-tr(B) X +det(B) = X2.

—_—— ——
=0 =0

Ainsi, le spectre complexe de B est {0} et ne contient aucun élément non nul.

Donc :

‘la matrice B est quasi-nilpotente.

6



Q109.

Q20.

Q21.

Notons f I'application qui a une matrice de M, (K) associe sa transposée.

On sait que 'application f est linéaire.

Ainsi, S,(K) = {M € M, (K), M - MT =0,} est le noyau de I'application linéaire Idy, k) - f
et A,(K) ={M e M,(K), M +MT =0,} est le noyau de I'application linéaire Idyy, k) + f-
On en déduit que :

Sn(K) et A, (K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K).

Montrons que
Sn(K) = Vect (B j + Ej;i)1<i<jen, (Eii)1<in) -

- L’inclusion réciproque est vraie car les E; ; + E;; et E;; sont symétriques et car S, (K) est
un sous-espace vectoriel.

- Soit S €5,(R). On a

S = Z Si,j(Ei,j + Ejz) + Z si ik ; € Vect ((Ez] + Ej,i)lskan; (Ez',i)lsz‘sn) .
i=1

1<i<j<n

On a donc aussi l'inclusion directe.
La famille ((E;; + Ej;)1<i<j<n, (Fii)1<icn) €st donc génératrice de S, (K).
On remarque ensuite que la famille ((E; j + Ej;)1<i<j<n, (Eii)1<i<n) €st libre (on considere une
combinaison linéaire nulle et on a immédiatement la nullité des coefficients).
Il reste alors & compter le nombre des éléments de cette famille qui est une base de S, (K) :

n(n-1) +n:n(n+1).
2 2

dim (S, (K))] = i(n—i) o= Zz_okm -

Enfin, on montre par double-inclusion que 7;}*(K) = Vect((E; j)1<icj<n donc :

T+ (K) est un sous-espace vectoriel de M, (K).

Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi, VT € T+ (K), Sp(T) = {0}.

Ceci montre que :

T+ (K) est quasi-nilpotent dans M, (K).

On a vu que la famille (E; ;)i<i<j<n est génératrice de 7,77 (K) et elle est libre (car extraite
d’une famille libre, la base canonique de M, (K)) donc c’est une base de T,7*(K).
En comptant son nombre d’éléments, on obtient :

" -1
dim(T;*(K)) = Y (n—i) = %
i1
Notons X = (xi)léiSn et A= (ai’j)lg@jsﬂ.
On a:
XTAX = sz [AX] =) ay 373:22 —aj )Ty = — Y. Y ajw; = -X T AX.
= = == j=liml

On en déduit que :
XTAX =0.

En particulier, si A est une valeur propre de A alors il existe X € M, 1(R), X # 0,1, tel que
AX =)X et on a alors :
0=XTAX = )XTX



Q22.

n

et comme X #0,ona X'X = Z x7 # 0 (car c’est une somme de termes positifs avec au moins
i=1

un terme strictement positif) donc A = 0.

On en déduit que 0 est la seule valeur propre réelle possible pour A.

Cela prouve que :

A, (R) est quasi-nilpotent dans M, (R).

Comme n > 2, on peut considérer la matrice M définie par blocs par M = (lg 8) € A, (R).

Comme la matrice M est triangulaire par blocs, on a :
XM = Xn_2XD = Xn_2(X2 + 1)

Le spectre complexe de M est soit égal a {i,—i} (cas n =2) soit égal a {0,i,-i} (cas n > 3).
Raisonnons par l'absurde. S’il existe une matrice P comme dans ’énoncé, M est semblable
dans M, (R) a un élément de T,;*(R) et donc & une matrice dont 0 est la seule valeur propre
complexe.

Quand deux matrices sont semblables dans M, (R) alors elles sont semblables dans M, (C)
(puisque GL,(R) c GL,(C)) donc elles ont le méme spectre complexe.

On obtient alors une absurdité. Ainsi :

il n’existe pas de matrice inversible P € GL,(R) telle que A, (R) = {PMP-*|M e T*(R)}.

B. CAS REEL

Q23.

Q24.

Soit S € S,(R). La matrice S est diagonalisable sur R (par le théoréme spectral). Si 0 est sa
seule valeur propre réelle possible, S est alors semblable a une matrice diagonale nulle et est
donc nulle. Réciproquement, 0,, est symétrique et quasi-nilpotente.

‘La matrice nulle est ainsi la seule matrice symétrique quasi-nilpotente. ‘

La question Q18 montre que le résultat est faux dans le cas complexe puisqu’on a trouvé une
matrice symétrique complexe quasi-nilpotente qui n’est pas nulle.

‘Le résultat n’est plus valable en remplacant R par C. ‘

Soit V' un sous-espace vectoriel de M, (R), quasi-nilpotent dans M, (R). D’apres la question
précédente, on a V' n S, (R) = {0} donc les sous-espaces vectoriels V' et S,,(R) sont en somme
directe.
Ainsi :

dim (V) + dim(S,(R)) = dim(V & S,,(R)) < dim(M,,(R))
car V @ S, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).
On en déduit que

_n(n+1) _ n(n—l)'

dim(V') < n?
im(V)<n 5 5

C. LEMME DES COLONNES

Q25.

La seule matrice quasi-nilpotente de M;(K) est la matrice nulle (puisqu’une matrice de taille
1 a une unique valeur propre égale a son unique coefficient). Donc le seul sous-espace vecto-
riel quasi-nilpotent de M;(K) est V' = {0}. Comme les matrices de V' n’ont qu’'une colonne,

CL(V) =V = {0}.

| Le lemme des colonnes est donc vrai dans le cas n = 1. |




Q26.

Q27.

Q28.

Q29.

On a:
V'={M eV, R(IM) =0,-11 et a(M) =0} =V nKer(R) nKer(a)

(R et a sont des applications linéaires) donc par intersection de trois sous-espaces vectoriels,
V' est un sous-espace vectoriel de M,,(K).

Par suite, K(V") est un sous-espace vectoriel de M,,_1(K) car K est linéaire.

De plus, toute matrice M de V' étant triangulaire inférieure, on a :

X = X Xk ().

Les valeurs propres non nulles de M et celles de K (M) sont donc les mémes. Comme M €V,
M n’a pas de valeur propre non nulle donc K (M) non plus donc K (M) est quasi-nilpotent.

L’ensemble K (V') ={K (M) | M € V'} est un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent de M,_;(K).

D’apres ’hypothese de récurrence appliquée & K (V') (sous-espace de M,,_1(K) quasi-nilpotent),
il existe un élément j € [1,n - 1] tel que C;(K (V")) = {0}.

D’apres I'hypothese de I'absurde, C;(V') # {0} donc il existe une matrice M de V' non nulle
dont toutes les colonnes en dehors de la j-eme sont nulles.

Comme j #n, M € V' et donc K(M) € K(V’). On sait de plus que toutes les colonnes de
K (M) en dehors de la j-éme sont nulles donc K (M) e C;(K (V")) d'on K(M) = 0.

Ainsi, la matrice M a une unique colonne qui peut étre non nulle (celle numéro j) et seul le
dernier coefficient de cette colonne peut étre non nul.

Comme M # 0, il existe ¢ # 0 tel que M =cE, ;.

Comme V' est un sous-espace vectoriel, on a E, ;= —M e V.
c

Ainsi :

il existe un entier j € [1,n - 1] tel que E,, j € V.

On a pour tout j € [1,n] :

Up-1 0 Uy (€5) = Us1(E0(j)) = Co1(0(s)) = €
et
Ugs © ua-l(ej) = u0(60-1(j)) = 60(0—10)) =€5.

Comme les applications linéaires u,-1 0 Uy, Uy 0 U,-1 €t Idg» coincident sur une base, elles sont
égales d’ou :
Ug-1 O Uy = Uy O Ug-1 = Idgn.

On en déduit que :

U, est bijective (c’est un automorphisme) et (u, )™ = u,-1.

La colonne j de la matrice de u, dans la base canonique est la colonne e,(;y. Elle a tous ses
coefficients nuls sauf celui en ligne o(j) qui vaut 1. Son coefficient générique est donc 6; ,(;).-
On a donc bien :

Mat(el,...,en)(ud) = Po'-

Comme u, est bijective, on en déduit que P, est inversible et :

(PO')_l = Mat(el,...,en)(ugl) = Pa‘1 = (5i,a‘1(j))1<i,j<n = (5o(i),j)1§i,j<n

car i = 01(j) si et seulement si j = o(i).

P, est inversible et (P,)™! = (d5(:),j)1<i,j<n-




Q30.

Q31.

Q32.

Q33.

Soit g I'endomorphisme de K" canoniquement associé a M = (m; ;) 1<i j<n-
P, est la matrice de passage de la base (e1,...,e,) ala base (€y1),...,€q(n)) donc d’apres les
formules de changement de base :

PC:IMPU = Mat(eo(i))(g).

Le coefficient a I'intersection des colonne j et ligne ¢ est la coordonnée de g(e,(;)) selon e, .

Or,
9(es()) = kZlmk,o(j)@k = ZZ; Mo (1).0(7)Co(l)

Finalement :

PoAM Py = (Mo (i),0() )1<i,j<n-

V' est un sous-espace vectoriel de M, (K) et Vo est I'image de V' par Iapplication linéaire
M — P;1M P, donc V? est sous-un espace vectoriel de M, (K).

De plus, pour tout M € V., sp(M) = sp(P;'MP,) car les matrices sont semblables donc le
caractere quasi-nilpotent des éléments de V' entraine celui des éléments de V7.

Ainsi :

Vo est un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent de M, (K).

Soit j € [1,n]. On sait que Cy(;y(V') # {0} donc il existe une matrice M de V' non nulle dont
toutes les colonnes sont nulles en dehors de la numéro o ().

Considérons alors la matrice R = P, M P,.

Par définition, la matrice R appartient & V9 et elle est non nulle (car si P;'M P, = 0,, alors
M = 0,, par multiplication a gauche par P, et a droite par P;1).

De plus, pour tout (i,k) € [1,n] avec k # j, on a r;; = Mu(i)-x) = 0 car c’est un coefficient de
la colonne o (k) de M et o(k) # o(j). Ainsi, Re C;(V7).

Ainsi, C;(V7) #{0}.

Pour tout j € [1,n], C;(V7) # {0}.

On a montré en 27 qu'il existe £ € [1,n—1] tel que E, € V.

En posant f(n) = ¢, on a bien f(n) € [1,n] \ {n} et E, s,y € V.

Soit j € [1,n - 1]. On considére une bijection o de [1,n] telle que o(n) = j (par exemple la
bijection qui permute n et j et laisse les autres éléments invariants).

Comme V' est un sous-espace vectoriel quasi-nilpotent de M, (K) tel que pour tout k € [1,n],
Cr(Vo) # {0}, on peut lui appliquer ce qui a été prouvé en Q27 donc il existe un entier
Ce[l,n—1] tel que E, € VO.

Ainsi, il existe M €V telle que E, ;= P;'M P, ou encore M = P;}l E, P,-1.

Soit (a,b) € [1,n]?. En appliquant Q30 avec o1, on trouve que mgy est le ceefficient de £, ,
d’indice (o71(a),o71(b)).

Map est done nul sauf si (071(a),o71(b)) = (n, ) auquel cas il vaut 1.

Comme (07(a),o07(b)) = (n,f) si et seulement si (a,b) = (c(n),o(f)), on en déduit que
M = E; ;) car o(n) = j.

En posant f(j)=0(¢),on a f(j)e[1,n] ~{j} (on a o(f) #j car on a déja o(n) =j et £ #n)
et Ej,f(j) eV.

Ainsi :

pour tout j € [1,n] on peut choisir un f(j) € [1,n] \ {5} tel que Ej ;) € V.

Posons i1 = 1 et pour tout k € N* 4,1 = f(ir).

L’ensemble {ix, k € N*} est inclus dans [1,n] et donc fini. Or, N* est infini.

Il existe donc nécessairement (a,b) € (N*)? avec a < b tel que i, = ip.

On part de i, et on itere successivement par f jusqu’a retrouver la méme valeur que i, pour
la premiere fois. On obtient 7,4, i441, - - ., ta+p-1 deux a deux distincts avec i44p = .
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Remarquons que iq41 = f(i4) # i, car pour tout j € [1,n], f(j) # 7 donc p > 2.

En posant ji =74, j2 = ta+1; - - -5 Jp = tasp-1, ON a des éléments deux a deux distincts
et Vk e [[17p_ 1]]7 f(]k) :jk+l et .f(]p) :jl-

Q34. On a Nej, = Neg(;,) = e, et pour tout £ € [2,p] :

p
Nej, = Z Ejkvf(jk)ef(jé—l) = €hp -
k=1

p
Posons X = Zeje.
(=1

On a alors NX = Y1 Nej, =ej, + 2, 5¢j,, =X. Comme X # 0, on en déduit que :

’ 1 est valeur propre de N. ‘

Or, en tant que somme d’éléments du sous-espace vectoriel V', N € V donc N est quasi-
nilpotent, absurde puisque 1 est une valeur propre non nulle de N.

‘Cela clot le raisonnement par 1’absurde. ‘
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