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PCSI2 — MATHEMATIQUES 2024-2025

(‘Exercice 1 : Des sommes, des complexes et de la trigonométrie

Soit r € Ret n € N.
Le but de exercice est de déterminer les valeurs des sommes A,, et B,, suivantes :

A, = Z cos?(kz) et B, = Z sin?(kz)
k=0 k=0

(on rappelle que la notation cos?(kz) signifie (cos(kz))?).

» 6
1. Soit 6 € R et Zy = (1 — ) Montrez que Zy = elg(—% sin 5)

n n
2. On considére C,, = Z cos(kx) et S,, = Z sin(kx)
k=0 k=0
a) On suppose qu'’il existe un entier m € Z tel que © = 2mm.
Calculez C), et S,,.
b) On suppose maintenant que x ne s’écrit pas sous forme x = 2mr.
Montrez que C,, + iS,, est un quotient de deux nombres complexes de la forme Zy
pour deux expressions de 6 que vous préciserez.

c) En déduire, toujours dans le cas ol & ne s’écrit pas 2mm avec m € Z, que

. n.....m sin("*x)
Cp+iSp, = (cos(§m) + 15111(5:):)) X W

et en déduire C,, et S,,.
3. a) Calculez A, + B,.

n
b) Montrez que A,, — B,, = Z cos(2kx)
k=0
¢) En déduire les valeurs de A,, et B, en distinguant deux situations pour x.

(‘Exercice 2 : Intégrales de Wallis : intégrales et trigonométrie!

Le but du probléme est de calculer, pour tout n € N, les intégrales

3 3
I, = / cos" tdt et J, = / sin” tdt
0 0

1. A l’'aide d’un changement de variable, montrez que I, = J,,.
2. Calculez Iy, I, Is et I3
3. En intégrant par partie, montrez que nl, = (n — 1)I,—2.
7(2p)!
220+ (pl)2”

5. Montrez que la suite (u,) définie par u,, = (nl,I,_1) est constante. On preécisera la valeur
de cette constante.

4. En déduire par récurrence que pour tout p € N, I, =

6. En déduire une expression de Iop41.



