Lycée Victor Hugo - Besangon

Analyse Chap 4 : Equations différentielles & coefficients constants.
Feuille d’exercices

PCSI2 — MATHEMATIQUES 2024-2025

(‘Exercice 1:

Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. 3y+2y =1 4. 3y +2y=1let y(0) =1
2.y =2y+3
3. y — 3y = 3cos(2x) 5. v + 2y = sin(z) et y(0) =0

(‘ Exercice 2 :

Résoudre sur R les équations suivantes :

Loy +2¢ +y=1 5.y +y —6y=4,y(0) =0ety'(0)=—1.
2.y +y +y=-3
3. y” + 3y, + 2y = e”, puis y” + 3y' +2y=e .

4. y" +4y' — 2y = sin(3z) 7.y + 2y +5y=—5, y(0) =0 et y' (0) = 1.

6. v/ —2y +2y=2,y(0)=2et y'(0)=1

1. E.:r%+2r +1 =0 Racine double —1 : les solutions de ’équation homogéne sont de la forme
y(x) = (Az +b)e™™

avec A, B € R.
Solution particuliére constante, égale a 1.
D’otl1 ’ensemble des solutions :

JA,BeR,y:z— (Az+ B)e * +1

—141i(V3 —1—-1iV3
———our=——
2 2

Solutions de ’équation homogéne :

2. Ec:r2+r+1:0<:>r:

JABeR,y:x+—re 2 (Acos(\égfﬁ) + BSin(?l‘))

Solution particuliere, constante égale & —3, d’ott les solutions de 1’équation :

JA,BeR,y:z+—>e 2 (Acos(\ggx) + Bsin(fz)) -3

3. Solutions de I’équation homogene (E, a pour racine —1 et —2 ) :
JA,BeR,y: x> Ae ®+ Be *
Pour le second membre en e® : comme 1 (du e*¥) n’est pas racine de E., on cherche une solution sous la
forme Ae® avec A € R.
1
On remplace dans I’équation et cela donne Ae” + 3X\e” + 2 e” = e*, c’est a dire A = 6

Ainsi :

1
Y 3y 2y =e" & E|A,BER,y:xHAe_I+Be_2$+ge$

T T

Pour le second membre en e, comme —x est solution de E., on cherche y, sous la forme y,(z) = Aze™

On a alors y,(z) = Me™® —ze™™) ety (x) = A(—2e" " 4 ze™ ")
On remplace dans 1’équation et il vient

e ¥(24+z+4—-3x+2z)=€"

1
dot A= = et
2

—T

N |

' +3) +2y=e¢" < JA BeR,y:z+— Ae *+ Be ** +



JA, B € R,y(x) = Ae® + Be ?® — 2sin(2z) — 2 cos(2x)

4. Les solutions générales sont
JA, B € R,y(x) = Ae** + Be 3% — =

Le probléme de Cauchy donne

2

2A—-3B =-1
3 7
) 3 1 A = — B = —
C’est a dire 15 et 15

D’otu I'unique solution au probléme de Cauchy :
_ 3 2x 7 -3z
ylx) = 57 + 5e 3

5. Les solutions générales sont
JA, B € R,y(x) = e*(Acos(z) + Bsin(z) + 1

de y(0) = 2 on tire directement A = 1.
On a ensuite y'(z) = €*(cos(z) + Bsin(x) — sin(z) + Bcos(x)) et de y'(0) = 1 on tire B = 0.

6. Les solutions générales sont
JA, B € R,y(z) = e *(Acos(2z) + Bsin(2z)) — 1
y(0) =0 et 4/(0) =1 donnent A =1 et B =2.

@Exercice 3:

Soit f une fonction dérivable sur R telle que, pour tout = € R, f(z) = f’(—a:).
1. Montrez que f est dérivable au moins deux fois sur R.
2. Trouvez toutes les fonctions f répondant au probléme.
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1. E.:r%+2r +1 =0 Racine double —1 : les solutions de ’équation homogéne sont de la forme
y(z) = (Az + b)e™”

avec A, B € R.
Solution particuliére constante, égale & 1.
D’ou I'ensemble des solutions :
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JABeR,y:z+—>e 2 <Acos(\é§a:) + Bsin(?w))

Solution particuliere, constante égale & —3, d’ou les solutions de 1’équation :
z 3 3
JABeRy:z—e 2 (Acos(\gx) + Bsin(\g:p)) -3

3. Solutions de I’équation homogeéne (E, a pour racine —1 et —2 ) :
JA,BeR,y: x> Ae * + Be ®
Pour le second membre en e® : comme 1 (du e'*) n’est pas racine de E., on cherche une solution sous la
forme Ae” avec A € R.

1
On remplace dans I'équation et cela donne A\e® 4 3Ae” 4+ 2 e® = €%, c’est a dire \ = t

Ainsi :
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Pour le second membre en e™*, comme —x est solution de E;, on cherche y, sous la forme y,(z) = A\ze™
On a alors y,(x) = Me™" —ze™™) et y, (x) = M(—e ™ — e—x + ze™")

On remplace dans ’équation et il vient

e ¥ (=24+x+4—-3x+2zx)=€¢"
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JA, B € R,y(x) = Ae” + Be ** — 2sin(2x) — 2 cos(22)

4. Les solutions générales sont

[V

Le probléme de Cauchy donne

| w0l b

JA,B € R, y(x) = Ae* 4+ Be 3" —
C’estadireA:ietB:l

A+ B =
2A-3B =
15 15

D’ou I'unique solution au probléme de Cauchy :

_ 3 2x 7 —3x 2
y(@) = 5 + 5e 3



5. Les solutions générales sont
JA, B € R,y(x) = €"(Acos(z) + Bsin(z) + 1

de y(0) = 2 on tire directement A = 1.
On a ensuite y'(z) = e”(cos(x) + Bsin(x) — sin(z) + B cos(z)) et de y'(0) = 1 on tire B = 0.

6. Les solutions générales sont
JA, B € R,y(z) = e “(Acos(2z) + Bsin(2z)) — 1
y(0) =0 et y/(0) =1 donnent A =1 et B = 2.

@Exercice 3:

Soit f une fonction dérivable sur R telle que, pour tout = € R, f(z) = f'(—z).
1. Montrez que f est dérivable au moins deux fois sur R.
2. Trouvez toutes les fonctions f répondant au probléme.



