Algébre - Chapitre 7
Polynémes

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I L’ensemble K|X]
1) Geénéralités
a) Définition
Définition :
On appelle polynéme toute expression de la forme

n
P:ag—l—a1X+a2X2+...+anX”:Zaka
k=0

oun €N, ag,aq,...,a, des éléments de K, et ot X est appelé I’indéterminée.

On appelle fonction polynémiale associée & P la fonction suivante, notée P également
définie sur K par :

n
P:x'—>:ao+a1x+a2x2+...+ana:":Zakxk
k=0

/OA noter : C’EST UNE INCONNUE X ?

La lettre X ne doit pas étre vue comme une inconnue. Ce X n’est pas un nombre et X
pourra étre remplacé par divers objets, dans des contextes particuliers.

Pour simplifier, on Eeut dire que X est I'application identité : x — x, et donc que XF est
I’application z +— x".

Comme en pratique, on utilisera les polynémes plus comme un cas particulier de fonctions
que comme des objets a part entiére, cette notation X* vue comme la fonction "puissance
k" prend tout son sens.

Notons enfin que pour insister sur "aspect polynome "formel”, on pourra utiliser la nota-
tion P(X) plutot que P tout court... ce qui est également souvent plus clair !

Définition :
Soit P un polynoéme et x € K. Quand on calcule P(x), on dit qu’on évalue le polynome
en x. Ainsi, on dit que P(x) est I’évaluation de P en =x.

Exemple :
Soit la fonction
Pz 223 —dx+2

est une fonction polynomiale, associée au polyndéme
P=2X3%-4X+2
que I’on peut aussi noter P(X) = 2X°% — 4X + 2.

L’évaluation de P en 2 est P(2) = 10.



V/ Définition :
» On appelle monéme de degré k tout polyndme de la forme a X k avec a #0.

» Soit P = ag + a1 X + asX? + ... + a, X" Pour tout 1, le nombre a; est appelé
coefficient d’indice ¢ du polynéme.

» L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].

Exemples :
> P =1+2X +4X* est un polynéme. Son coefficient d’indice 0 est , celui d’indice 4
est et son coefficient d’indice 5 est

» P =3X° est un mondéme degré 5.
b) Egalités de polynomes
Proposition 1 :

Aux coefficients nuls préts, ’écriture d’un polynéme, rangé par degrés des monomes, est

unique.
Autrement dit : deux polynomes P est () sont égaux si et seulement si ils ont les mémes
coefficients.
Remarque :
“Aux coefficients nuls préts” signifie que 'on peut avoir des coefficients a; nuls dans I’écriture
n
P=>) ax".
k=0
Ainsi: X2+ X +1 =X 4+0X3+ X +1=0X2 + X'+ X + 1.
> Preuve



2) Opérations élémentaires sur les polynomes

On définit sur les polynomes les mémes opérations que sur les fonctions classiques.
a) Somme
W Définition :
n p
Soient (P, Q) € (K[X])?, P = Z ap X" et Q = Z b X", avec n et p deux entiers. Quitte
k=0 k=0

n
a compléter P ou @ par des 0, on peut supposer n = p et écrire Q) = Z b X*. On définit
k=0

alors le polynéme P + @) par :

P+Q=> (ar+by)X"
k=0

Ainsi, pour additionner des polyndémes, on additionne les coefficients de méme indice.

Exemple : f
soient P =3X2+4X +1et Q=5X>+2X alors P+Q =

Remarque :
» La somme est commutative : on a P 4+ @Q = @ + P, quels que soient les polynomes.

» Si P,Q € K[X], alors P + @Q € K[X] : on a donc stabilité de K[X] pour 'opération
d’addition.
b) Produit

On pose sur K[X] une opération de multiplication, héritée a nouveau du produit naturel sur les
fonctions polynomiale, ol aprés avoir développé le produit, on regroupe par puissance :

ng Définition :

n p

Soient (P, Q) € (K[X])?, P = Zaka et Q = Zkak, avec n et p deux entiers. On
k=0 k=0

définit le polynéme PQ par
n—+p

PQ = Z cka avec ¢ = Z aib;
k=0 it+j=k
Remarques :
1. Z sous entend que ’on fait la somme pour tous les i et tous les j tels que 0 < i < n et
itj=k

0<j<paveci—+ j=k. Par exemple,
¢1 = agby + aybo,
C2 = )
c3 =
n
2. On peut aussi écrire ¢ = Z a;bi_; avec la convention que si k—i < Qousi k—i>p,le

i=0

coefficient by_; est nul.

Exemple
> 2X?43X+1)(X-2) =



Remarques :
» Pour tout scalaire A € K et pour tout P € K[X] , on peut calculer AP qui est également
un polyndéme : on peut voir le scalaire comme un polyndéme et appliquer la proposition
précédente. Il suffit alors de multiplier tous les coefficients de P par A.

» A nouveau, on remarque la stabilité de K[X], cette fois par le produit...

Proposition 2 :

Soient P et () deux polynoémes. Alors PQ = QP.
Le produit de polynoéme est donc commutatif.

> Preuve : Avec les notations de la définition, on a pour tout k, ¢ = Z aib; = Z bja;.
i+j=k i+j=k

Les variables i et j jouent des réles symétriques, donc calculer PQ ou QP donne bien la méme

formule. N

Corolaire 1 :
Soit n € N et P € K[X]. On définit la puissance n-éme de P, notée P", par

P'=1 e ,Yn>1P"'=ppr!

Alors pour tout n € N, P" est un polynome.

> Preuve

c) Composition
WDéﬁnition :
Soient (P, Q) € K[X] avec P = Zaka.

k=0
On définit le polynome composé de @ par P, noté P o @ ou P(Q) par,

PoQ=7) aQ"

k=0

On remarque que par puissance et somme de polynéme, P o @) est bien un polynome.

Exemple
P=X’+X+1et Q=3X+1, alors

PoQ=P(Q) =

Principe : on remplace X par ) et on développe si besoin.



3) Degré d’un polynéme
a) Définitions
ng Définition :
Soit P = Z a,X* un polynome.
k=0

On appelle degré de P, noté deg(P), le plus grand p tel que a, # 0.

Par convention, deg(0) = —oc.

Pour tout n € N, on note K,,[X] I’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Exemple :
» P(X)=>5X?—1 est de degré . Ainsi P €

> Q(X) = sin(m)X® + 3X?2 + 3 est de degré

W Définition : Vocabulaire

n
Soit P un polynéme non nul, P = Z ap X*. On deéfinit les notions suivantes :
k=0
» Terme dominant : le monéme non nul de plus haut degré (pas forcément n...).
» Coefficient dominant : le coefficient du terme dominant.

» Terme constant : le coefficient du terme de degré 0 (le coefficient ay).

» Polynéme unitaire : un polynome dont le coefficient dominant est 1.

Exemple :
Soit P = 3X° +2X + 1. Son terme dominant est

Son coefficient dominant est

Son terme constant est

b) Opérations et degré

Proposition 3 :
Soient P et Q deux polynémes.

1. deg(P + Q)
2. si deg(P) # deg(Q), deg(P + Q)

3. deg(PQ)

4. deg(Po Q)




Remarque :

si P et @ sont deux polynéomes de K,,[X], alors la premiére propriété donne deg(P + Q) < n.
Ainsi P + @Q = K, [X].

De plus, pour tout A € K, deg(AP) =n si A # 0, ou —oo si A = 0.

Dans tous les cas deg(AP) < n, donc AP € K[X]

On dit alors, comme pour les matrices, que K, [X] est un espace vectoriel.

c) "Intégrité" de K[X]

é@éTheoréme 1:

Soient P et ) deux polynomes de K[X].
Alors PQ = 0 si seulement si P = 0 ou @ = 0 En particulier, le produit de deux polynémes
non nul est non nul.

> Preuve :

Attention : On parle ici de polynémes nuls, pas de polynémes qui s’annulent...



IT Division et racines dans K|X]
1) Division
a) Division euclidienne

Proposition 4 :

Soient A et B deux polynomes de K[X| avec B non nul. Alors il existe un unique couple
de polyndmes (Q, R) de K[X] avec deg(R) < deg(B) tels que

A=BQ+R

On dit qu’on a effectué la division euclidienne de A par B, que @ est le quotient et
R le reste de la division.

> Preuve :



Remarque :

A noter que la division euclidienne dans K[X| donne des polynémes de K[X] : en particulier, si on
est au départ dans R[X], il n’y a pas de polynome & coefficient complexes qui vont apparaitre...

En pratique

On pose la division euclidienne un peu comme on le fait pour les nombres entiers, en ne se
concentrant successivement sur les termes dominants :

Exemple : division de X® +2X* +3X?% —4X +1 par X?+ X + 1

b) Divisibilité
Définition :

Soient A et B deux polynomes de K[X].

On dit que B divise A (et on note B|A) si et seulement si il existe Q € K[X] tel que
A = BQ (autrement dit, le reste par la division euclidienne est nul).
On dit alors que B est un diviseur de A, ou que A est un multiple de B.

Exemple :
soit A=X1—1letB=X?-1.0naA=(X?-1)(X%+1) donc



Proposition 5 :
(i) VA € K[X], A|A
(ii) VA € K[X], A0
(iii) VA, B,C € K[X],si A|B et B|C, alors A|C
(iv) si BJA avec A # 0, alors deg(B) < deg(A) (attention : faux avec A = 0)

> Preuve :

2) Racines

Dans cette section, on confondra souvent le polynéme P et sa fonction polynémiale associée,
notée P également.

a) Racines et divisibilité
Définition :
| On appelle racine du polynome P € K[X] tout nombre o € K tel que P(a) =0

Remarquons déja un premier résultat qu’on a déja observé pour les polynémes du second degré
dans le premier chapitre sur les complexes, et qu’on généralise ici :

) Propriété 1 :

§ Soit P € R[X]. Si P admet une racine complexe non réelle \, alors \ est racine également.

> Preuve :



On peut donner une autre preuve d’un résultat déja énoncé dans le premier chapitre sur les
complexes :

@%Theoréme 2:
Soit P € K[X] et a € K, alors

« est racine de P si et seulement si (X — «) divise P.

> Preuve

Corolaire 2 :

Soit p € N, p # 0. Si a1,a2,...,q, sont p racines distinctes d’un polynéome P € K[X],
alors le polynome P est divisible par (X — a)(X —ag)... (X — o)

> Preuwve : Intuitivement assez clair. Se démontre par récurrence. N

b) Nombre de racines d’un polynéme

{@‘é}Theoréme 3:
| Soit n € N* et P € K,[X]. Si P admet au moins n + 1 racines distinctes, alors P est nul.

> Preuve

Corolaire 3 :

Le théoréme donne immeédiatement les résultats suivants :

» Le nombre de racines d'un polyndéme non nul est majoré par son degré.

» Un polynéme qui admet une infinité de racines distinctes est nul.

Exemple :
La fonction sin n’est pas un polynéme puisque tous les nombres de la forme zp = avec
k € Z vérifient sin(zg) = 0 : il y aurait une infinité de racines alors que sin n’est pas nulle...
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c) Racines multiples

Définition :
Soit P un polynéme non nul et a € K.
On dit que « est racine d’ordre de multiplicité k si et seulement si on peut écrire

P=(X—-a)Q

ol @ est un polynéme tel que Q(«) # 0.
Autrement dit, 'ordre de multiplicité d'une racine « est la plus grande puissance possible de
(X — ) qui divise P.

Définition :
a est dit “racine multiple” d’'un polynéme P si la racine « est d’ordre au moins 2.

Si « est racine d’ordre 1, on dit que c’est une racine simple.
Si « est racine d’ordre 2, on parle de racine double.

Exemple :
2 est racine double de P = (X — 2)%(X 4 1)
Soit P(X) = X3 — 3X + 2. Quel est I'ordre de 17

Remarques :
> Si « est tel que P(a) # 0, alors « n’est pas racine.

On peut quand méme écrire P = (X — a)°P, donc d’aprés la définition, « est une racine
d’ordre 0... sans étre une vraie racine. En pratique, on parlera rarement de racine d’ordre

0...

» Si P =0 alors tout a € K est racine. Mais pour tout k € N, on a 0 = (X — a)*O : il n’y
pas de puissance maximale. Dans ce cas 14, on ne donne pas d’ordre pour les racines du
polynéme nul.

3) Polynomes scindés :
a) Définitions et exemples :
Définition :

Un polynéme P € K[X] non nul est dit scindé sur K si et seulement si il est constant ou
si il existe n € N, A € K* et a1,...,q, € K (pas nécessairement distincts) tels que

n

P=AJ](X —ax)

k=1

On a alors A = a,, ot a, est le coeflicient dominant de P.

Exemples :
» P =2X2—2est un polynome scindé sur R car P =

> Q=X2+2X+1

» R=X>+1

» Si P est un polynéme de degré n admettant n racines distinctes, il est nécessairement
scindé.

11



b) Relations entre racines et coefficients
{@‘%Theorém(s 4:

Soit P = Z arX* un polynéme scinde.
k=0

Ainsi Jag, ..., 0 € Ktels que P =a,(X — o) (X —a2) ... (X —ap)
Alors
- a
-1
> =
DoK==
k=1
a a
> = (-2
[Tow = -2

> Preuve

Exemples :
» Soit P =

» Soit P=X"—1

Remarques :
» C’est une généralisation du résultat qu’on connaissait déja sur les équations algébriques

du second degré.

» Attention, en cas de racines multiples, on compte les racines autant de fois que leur ordre
de multiplicité.

12



III Dérivation
1) Dérivation
a) Définition et propriétés immédiates
W Définition :
Soit P € K[X], P = z”: aX*. On appelle polynéme dérivé de P le polynome P’ € K[X]

k=0
défini par

P = Z ka X5 1
k=1

Exemple :
P =4X3 42X + 1 a pour polynéme dérive P’ =

Remarque

1l s’agit d’une définition, mais elle provient naturellement de la dérivée d’une fonction polyno-
miale...

Ainsi, la dérivée, formelle, sur 'ensemble des polynomes coincide avec la dérivée (en tant que
limite du taux d’accroissement) sur les fonctions polynomiales réelles.

) Propriété 2 :
§ Pour tous polynomes P, Q € K[X] et pour tout A\, u € K, on a

(AP + Q) = AP’ + 4@ (PQ) = P'Q+PQ et (PoQ) =Q'P oQ
> Preuve : Avant tout technique : on manipule les expressions pour les vérifier. On admet. <

b) Dérivées successives :
W Définition :
Soit P un polynéme et n € N. On définit la dérivée d’ordre n de P, notée p) par

PO —p
{ vn>1, P = (p(n—l))’

Exemple
Soit P(X) =2X?+2X% — X + 1 alors

Propriété 3 :
Soit P € K[X] et k€ N. On a
» Si deg(P) > k, deg(P®)) = deg(P) — k.
> si deg(P) < k, P¥) =0 et deg(P™)) = —c0

> Preuve : Ce résultat se montre par récurrence : chaque dérivation fait perdre un degré... <«
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Proposition 6 : Formule de Leibniz
Soit A et B deux polynomes, alors pour tout n € N,

™ =" (Z) Ak gln—h)

k=0

> Preuve :
La preuve est évidemment trés proche de celle du binéme de Newton. Dans I’hérédité, la clef
est que

(A(k)B(n—k:))/ _ (A(k))/B(n—k‘) + A(k) (B(n—k))l _ A(k+1)B(n—k) + A(k)B(n—k—H)

n

On obtient alors (AB)"+1) = ((AB)("))/ = Z (Z) AFFD Bn=k) 4 A(k) p(n=k+1) o 13 preuve
k=0

se poursuit comme dans le cas réel ou complexe, avec un glissement d’indice et la formule

triangulaire de Pascal.

<
c) Formule de Taylor
Lemme 1
Soitne€ Net P=X"
Alors si k < n,
|
(k) _ B _ n—k _ T n—k
PY¥=nn-1)...(n—k+1)X 7(n—k:)!X
et sik >n,
P®) =
> Preuve :
<

14



@%Theoréme 5 : Formule de Taylor pour les polyndmes

Alors

> Preuve :

En particulier :

Soient n € Net P € K, [X] et o € K.

n pk)(q
P(X):ZP ( )(X—a)k

k!
k=0

15



2) Racine multiple et dérivation

a) caractérisation :

Proposition 7 :

Soit « une racine d’ordre m > 0 d’un polynoéme P € K[X]. Alors « est racine d’ordre
m—1de P'.

> Preuve

Remarque :

On généralise facilement par récurrence cette baisse d’ordre : si a est d’ordre m pour P, alors
a est d’ordre m — 2 pour P”, m — 3 pour P(3), etc. Ainsi pour tout k < m, a est racine d’ordre
m —k de P,

Cela fourni donc une caractérisation pratique 'ordre de multiplicité :

Proposition 8 :
Soit un polynéme P, o € R et m € N*.
Alors « est racine d’ordre m si et seulement si P%®)(a) = 0 pour tout k € {0,1,...,m—1}
et P (a) # 0.

> Preuve

Le sens direct provient de la remarque : arrivée & dérivée m-iéme, o est d’ordre m —m =0 : ce
n’est plus une racine, alors que jusque la c¢’était le cas.

Réciproquement,
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Exemple
On veut 'ordre de la racine 2 dans P(X) = X® — X? + X — 6 :

b) Cas particulier des polynomes de R[X]
Proposition 9 :

Soit P € R[X] et a € C une racine non réelle, d’ordre de multiplicité m.
Alors @& est aussi une racine de P, de méme ordre de multiplicité que a.

> Preuve :

IV Factorisation des polyndémes - décomposition
en éléments simples

1) Polynémes irréductibles

Définition :

Un polynéme P € K[X] est dit irréductible si il est non constant et si

VA,B € K[X]|,P = AB = A ou B est constant

Autrement dit, un polynéme non constant est irréductible si et seulement si aucune factorisation
par autre chose que des scalaires n’est possible.

Exemples :
» Si P est de degré 1, alors P = A(X — a) avec A\,a € K : les polynémes de degré 1 sont
irréductibles

» Si P admet une racine « avec deg(P) > 1 alors P = (X — a)Q, avec deg(Q) > 1. Ainsi P
n’est pas irréductible.

» P = X? 4+ X +1 est irréductible en tant que polynéme de R[X], mais pas en tant que
polynome de C[X]

Remarque :

La notion est & rapprocher des nombres premiers : un nombre p > 2 est premier si et seulement
si il n’a que deux diviseurs, 1 et lui méme.

Autrement dit : p=ab=a=1oub=1

17



2) Factorisation

a) Théoréme de d’Alembert-Gauss

@%Theoréme 6 : de d’Alembert-Gauss

| Tout polynéme non constant de C[X] posséde au moins une racine dans C.

> Preuwve : Admis

Corolaire 4 :
| Les polynémes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

> Preuve :

Corolaire 5 :

| Tout polynéme non nul de C[X] est scindé

> Preuve :

Corolaire 6 :
Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
» Les polynémes de degré 1
» Les polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

> Preuve :
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? Le saviez-vous 7 LE THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE

Le théoréme de d’Alembert-Gauss et ses corolaires ont des conséquences tellement impor-
tantes sur la résolution des équations et la structure des polyndémes qu’on le surnomme
théoréme fondamental de ’algébre.

Nous sommes au XVIIle siécle, au lende-
main (c’est a dire un siécle aprés...) de
la. découverte des nombres complexes. La
plupart des scientifiques de I’époque sont
maintenant convaincu de l'importance de
cet ensemble, on les manipule enfin sous la
forme algébrique pendant qu'Euler introduit
la notation e* et montre que e +1 = 0.

On "sent" alors quun résultat est tout
proche : tout polyndéme non constant ad-
met au moins une racine!

Jean le Rond d’Alembert propose une pre-
miére preuve, en 1746, preuve qu’il incluera
dans un article de la célébre Encyclopédie,
en 1751.

La preuve se révéle incompléte, et pour
cause : on manque de nombreux résultats,
dont le théoréme des valeurs intermédiaires.

Plusieurs mathématiciens se succéderont
pour montrer rigoureusement ce résultat :
Euler, Lagrange, Laplace, Argand....

Cependant D’histoire retient la preuve
de Carl Friedrich Gauss... ou plutdt les
preuves !

De 1799 & 1849, quatre preuves sont pu-
bliées, chacune avec des arguments de na-
ture différente. Si la premiére était encore
incompléte, dés la seconde, en 1815, on a
enfin une preuve rigoureuse...
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b) Décomposition primaire d’un polynéme de C[X]
On a montré que tout polynéme de C[X] est scindé, c’est a dire s’écrit sous la forme

n
= A=)
k=1

ot n = deg(P) et aq, ..., a, des complexes.

Ce sont donc les racines de P, eventuellement répétée (selon leur ordre de multiplicité), ce qui
donne le résultat ci dessous :

@%Theoréme 7:

Tout polynéme de C[X] se factorise sous la forme

P=a(X —a)™ (X —ay)™. (X—anm”—aH — ay)™*

oll a1, s,...,qy, sont les racines complexes distinctes de P, d’ordres de multiplicité res-
pectifs myi,ma, ..., mp, (donc my +mo + ... +m, = deg(P)) et a € R est le coefficient
dominant.

Exemple :

Pour n > 2, décomposons X" — 1 en produit d’irréductibles dans C[X] :

Une application de la décomposition primaire est la divisibilité :

gl\/[éthode c MONTRER LA DIVISIBILITE A L’AIDE DE LA FACTORISATION

Soient P et @ deux polynomes de C[X]. Pour montrer que P|Q, on peut déterminer les
décompositions primaire de P et de @) et vérifier que tout facteur irréductible de P apparait
dans celle de @ avec des puissances supérieures.

Exemple :
Soient Iies polynémes P = (X — 2)*(X 4+ i)(X — i), Q = (X 4+ 3)3(X — 2)3(X +9)*(X — 1),
R=(X+3)*(X —2)(X +9)*(X —i) et S = (X +3)3(X +4)(X —1).
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c) Décomposition primaire dans R[X]

{@“&Theoréme 8 :

Tout polynome de R[X] se factorise de facon unique, a Uordre des facteurs prés, sous la
forme
n p
P=a]](xX —ap)™ [J(X*+BX + )™
k=1 j=1

ou aq,qs2, ..., 0, sont les racines réelles distinctes de P, d’ordres de multiplicité respectifs
mi, M2, ..., Mp, et les polynomes X 2 4 81X 4, ont un discriminant strictement négatifs.
De plus, m1 +ma + ... +mp+2(n1 + ... +n,) = deg(P).

> Preuve

gMéthOde 5 OBTENIR LA DECOMPOSITION PRIMAIRE DANS
La preuve précédente contient en fait une méthode pour factoriser un polynome P € R[X] :

1. On décompose P en tant que polynome de C[X] : P est un produit de facteur de la
forme (X —x;)™ ou les x; sont les racines de P dans C, m; leur ordre de multiplicité.

2. Les racines complexes non réelles de P sont deux & deux conjuguées, avec méme
ordre de multiplicité. On les regroupe.

3. On termine en identifiant bien le coefficient dominant.

Exemple :
Décomposition de P = X* + X2 4+ 1 dans R[X] :
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3) Décomposition en éléments simples
a) Fraction rationnelle :

Définition :

On appelle fraction rationnelle 4 coefficients dans K toute expression de la forme

P
F= 0’ avec P, @ € K[X], @ non nul.

Exemple :

X3 —-3X 42

X3 — X2 —8X +12
Q=X3—X?-8X+12..

est une fraction rationnelle, avec P = X® — 3X + 2 et

I’expression F' =

W Définition :

P
Soit F' = — une fraction rationnelle et o € K.

Q

» On dit que « est un zero de F' de multiplicité m si «a est une racine de P d’ordre de
multiplicité m.

» On dit que « est un péle de F' de multiplicité m si « est racine de ) d’ordre de
multiplicité m.

Exemple :
X3 —-3X +2

Reprenons F' = X X2 _8X 112 :
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b) Décomposition dans le cas a poles simples :

{@%Theoréme 9:

. . i P . : .
Soit F' une fraction rationnelle, F' = — avec () scindé a racines simples.

. Q
Ainsi Q =a H(X — ;) ou les a; sont les racines de Q.
k=1

Alors il existe un n-uplet (a,as,...,a,) € K" et E € K[X], uniques, tels que

Le polynome E[X] est alors appelé partie entiére de F.

> Preuve : On admet. N

Remarque :
Si le polynome @ n’est pas scindé & racines simples, ’énoncé indiquera toujours la forme a
rechercher.

ngéthode : TROUVER LES COEFFICIENTS ET F[X| (CAS POLES SIMPLES) :

1. On effectue la division euclidienne de P par @ : on obtient P = EQ + R avec

deg(R) < deg(Q).

. . P EQ+R R
Ainsi = =——=F+ —
Q Q Q

2. On décompose @ sous la forme QQ = a H(X — )

3. On détermine les coefficients a;, en multipliant I’expression par (X — a;) o via un

systéme
Exemple :
X2 +2X +5
Soit F(X) = ——————
ot LX) = o 3x g
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