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Corrigé du DL n◦ 2.

Exercice 1 1. Il s’agit d’étudier les fonctions sur R+

x 7−→ x− ln(1 + x) et x 7−→ −
x

x+ 1
+ ln(1 + x).

Les dérivées ont respectivement pour expression

1−
1

1 + x
> 0 et

x

(1 + x)2
> 0

sur R+. Or, ces deux fonctions s’annulent en 0, d’où le résultat.

2. En posant x = 1

k
, c’est une conséquence immédiate de la question 1.

En sommant ces inégalité pour k variant de 1 à n, on obtient pour tout n > 0

hn+1 − 1 6 ln(n+ 1) 6 hn.

En remplaçant n par n− 1 dans la première inégalité, on a

ln(n+ 1) 6 hn 6 ln(n) + 1.

3. On a pour tout entier n > 0,

un+1 − un =
1

n+ 1
− ln(n+ 1) + ln(n) 6 0 par 1,

vn+1 − vn =
1

n
− ln(n+ 1) + ln(n) > 0 par 1,

un − vn =
1

n
> 0,

et la dernière égalité prouve que la suite (un−vn)n converge vers 0. Les suites (un) et (vn) sont donc adjacentes.

4. Rappelons que si (wn) est une suite, alors

wn = o(1) ⇐⇒ lim
n→+∞

wn = 0.

Or, pour tout n > 0,
hn − ln(n)− γ = un − γ,

qui converge vers 0 par définition de γ.

5. Les suites (un) et (vn) sont adjacentes, donc leur limite commune vérifie pour tout n > 0

vn 6 γ 6 un,

ce qui donne

0 6 εn = un − γ 6 un − vn =
1

n
.

On en déduit que nεn est borné (par 1), donc que εn = O

(

1

n

)

, ou encore que

hn = ln(n) + γ +O

(

1

n

)

.

6. Comme 0 6 un − γ 6
1

n
, une valeur approchée de γ à ε près est un pour

n =

⌊

1

ε

⌋

+ 1,

car alors

0 6 un − γ 6
1

n
< ε.

(Une valeur approchée de γ à 10−4 près est 0.5772).
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