Corrigé du DS 4

Exercice

Q1. bien définie pour tout A € M, (R), N(A) existe comme maximum d’un en-
semble finie de sommes finies de nombres positifs. Donc N est bien définie
et a valeurs positives.

séparation soit A € M,,(R) telle que N(A4) =0,
donc, pour tout ¢ € [1;n],0 < > |a; ;| < N(A) =0,
=1

n
donc : Vi € [1;n], >_ |a; ;| = 0 somme nulle de nombres positifs,

j_
donc Vi, j € [1;n],]a;,; = 0|, donc A = 0.
homogénéité soit A € M, (R),A € R

N(M\A) = max Z |Aa;,

1<ign

- 1@3<an Al

= A Z o
Jnax | |_7 ¥

= || max Z|)\a”| (car || > 0)

1<ikn

= [AIN(A )

inégalité triangulaire soit A, B € M, (R),

n

n
Vi e [1;n], Z la; ; + b ;] < Z a; ;| + |b;,;| (inégalité triangulaire pour | |)

j=1
‘a29|+2|bw|

M: H'

j=1
N(4) + N(B)
Donc :
N(A+ B) zéfff"i]]z |lai; + bij| < N(A) + N(B).
Conclusion :

‘ N est une norme sur M, (R). ‘

Q2. Soit X € S et A€ M, (C). Donc : Vj € [1;n],|z;| <1 et

Vi€ [Lsnl, [[AX);] = | Y aija; (e coefficient de AX)

Jj=1

n
< lai sl |a;]

Jj=1

S

M=

(%]
1

4)

2?

donc : [[AX||, < N(A).
Donc :

| VX € 5,VA € My(R), |AX] . <N(4) |

Donc : I'ensemble {||AX]| ;X € S} est une partie non vide (S est non vide) et
majorée par N(A), donc d’apres le théoreme de la borne supérieure,

sup ||AX ||« existe.
XeS

Q3. Soit X € M,, 1(R) {0}, donc € S, donc :

_X
X1

4 ()| <1

donc : lAX||.. < ||A]l, donc :

TXT=
[AX | < 1T > [1X ] oo

De plus pour X = 0,1, [[AX][, =0 < JA] x [ X
Donc :

[ VX € My1(R), VA € My(R), [AX |oo < JAJIIX]|oo- |

Q4. Soit A € M,(R); daprés Q2, N(A) est un majorant de ’ensemble
{[AX| o X € My 1(R)}, donc :

Al = sup {[[AX || ; X € Mn1(R)} < N(A).
De plus pour iy € [1;n] tel que

n

Z|azoy| = H[[I?XHZWU‘ =

j=1
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on pose pour tout j € [1;n]

1 si Qg5 = 0
T; = ’
J -1 si Qi3 < 0.

Donc : || X]||,, =1et
n
[AX]i, = Z Qio, T4 (io™me coefficient de AX)
j=1
n
= lai,,l
j=1

_ N(4)

Donc : ||[AX]|, = N(A). Donc :

[ VA€ M.(®), IA] = N(4). |

2 0 -1
Q5. A= 3 -2 3
5 0 1

ANl = N(A) = max(|2] + (0] + [1], [3] 4 [=2[ + [3[, [5] + |0 + [1]) = 8.

Donc
IA]l = 8.
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Probleme : CCINP MP 2020 maths 1 ‘ u > ||u|| est une norme sur £*°.

Partie 1 : Développement ternaire Q7. Soit u = (up)nen € £°°, bornée par M. Alors, on a
Q6. Montrons que £*° est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des suites lun| M
réelles RY : 0< 37: < 30

« On a tout d’abord /> C RY;
« La suite nulle étant bornée, elle appartient bien 3 £°°; Or, & 3n est le terme général d’une série convergente (série géométrique de raison
' ' dans ]0;1[) ; par comparaison de séries a termes positifs, la série de terme général

. o _ . St aa o] Ana . o
o Siu= (un)nen+ et v = (vn)nen~ sont deux suites de £°°, bornées respective u,, converge donc absolument, donc converge.

ment par M, et M, et A\, u deux réels, d’apres I'inégalité triangulaire, pour

tout n € N : ‘ la série de terme général u,, converge. ‘
|Aun + pon | < [A[ My + [u| My
ce qui montre que Mu + yv est bornée, donc dans £°°. Q8. Montrons tout d’abord que o est bien une forme linéaire sur £*°. o est bien a
1 d R. P i1l it u = U= « €L et A R.
Ainsi, par caractérisation des sous-espaces vectoriels, £>° est un sous-espace vec- ‘C/?ne;r:loins ar ailleurs, soit u = (un)nen-, v = (Vn)nen- € et pe
toriel de RY, donc
~ o v \ _+00()\un—|—,uvn)_)\ 2 0, N
‘ est un espace vectoriel réel. ‘ o(Au+ pv) = g = nzl I +u ,;1 poll o(u) + po(v)

Montrons maintenant que u — ||u| est une norme sur £ : o - o o
par linéarité de la somme d’une série (notons que cette égalité est justifiée par

L] i 4 i + sl © 7. .. . . \ .
bien définie : si u € 7, le fait que toutes les séries qui interviennent convergent bien d’apres la question

*
{[unl,n € N7} précédente). Ainsi, o est linéaire, et o est donc bien une forme linéaire.
est une partie non vide (elle contient |u;|) et majorée (puisque w est bornée) Montrons maintenant que o est continue. Soit u = (uy,)nen+ € £%°. Soit N € N*.
de R, donc d’apres le théoréme de la borne supérieure, ||u|| existe. Alors :
e Séparation : si u € £ est telle que ||u|| = 0, cela veut dire que sup |u,| =0 \Un\ 1
=0 supfunl =0, 1> ey il (52 L)y
donc que 0 majore tous les |uy,|, qui sont des nombres positifs. On a donc : n= 1 n=1 n=1
. Le terme de gauche de cette inégalité converge vers ||o(u)||, celui de droite
Vn e N, |u,| =0 AT g
converge egalement car la série de terme général 5 converge, pour les mémes
donc u est la suite mulle. raisons qu’a la question 2. Par conséquent, on peut passer a la limite lorsque
L . ) N — 400, et :
¢ Inégalité triangulaire : soit u,v € £°°. On a alors, pour tout n € N* : +oo g
llo(u)]] < = |
|tn + vn| < fun| + |on| < lull + ]| n; 3"
donc la quantité [|ul| + ||v]| est un majorant de I'ensemble {|u, + vn|;n € N}, et d’aprés une caractérisation de la continuité des applications linéaires, cela
done : montre que

Ju+ || < [lull + [Jv]] —— , -
‘ o est une forme linéaire continue sur £°°.

e Homogénéité : soit A € R et u € £>°.
Q9. Soit t = (tn)nen+ € T. Notamment, pour tout n € N* 0 < f,)— <2 5, done
[[Aul| = sup [Aun| = sup [A| [un| = [A] [|ull

neN neN

+
8

2
0<o(t) < —
Donc o(t) 3n

3
Il
_
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Q1o.

Q11.

Q12.

et cette derniere somme de série vaut 1 car, pour N € N*,

N

E_Qﬂ%1
3n 2
n=1
Donc
’ sitEﬂalorso(t)G[O;l].‘
On a
1
o(r) =31 =3
et N .
X2 X2 2 1
" = e _—— = = =
o= 3" 3 3
n=2 n=1
Donc :

o(r) =o(7') = % et 7 # 7/, donc Papplication o n’est pas injective sur 7.

Il s’agit de montrer que t(x) est & valeurs dans {0, 1,2}. Notons que pour tout
n € N* ¢, () est un entier relatif comme différence d’entiers relatifs. Par ailleurs,
pour n € N*, on a

3" —1<|3"x] <3z

et
3y 1< L3"*1xj <3y

donc
-3"z < -3|3" " 'z| < —3"z +3

d’ou (& chaque fois on somme une inégalité large et une inégalité stricte, donc
on a bien une inégalité stricte)

3"z —1-3(3""'2)=—-1<t,(z)<3"2-33"" 'z —-1)=3
Et puisque t,(x) est entier, on a bien ¢,(x) € {0,1,2}. Donc
t(z)eT.
Tout d’abord, y, — x, = 3% — 0. De plus, pour n > 2,

[3"a) _ [3"7Ma]

Tpn — Tp—1 = 3n gn—1 = 3n Z 0
donc (zy,)nen~ est croissante, et, pour n > 2,
tn(x 1 1 to(x) — 2
Yn — Yn—1 = n()""*_ = n() <0

3n 3n 377.71 3n

donc (yn)nen+ est décroissante. Ainsi,

les suites (2, )nen+ €t (Yn)nen+ sont adjacentes.

Puisqu’on a I’encadrement, valable pour tout n € N* :
3"r—1<|3"z] <3z

on a donc

et par théoréeme d’encadrement,

’ (zn)nen+ converge donc vers x et (yp)nen+ de méme

puisque (Zn)nen €t (Yn)nen+ sont adjacentes. Par ailleurs, pour N € N* :

i tale) _ hi(x) i ti1(2)

n=1 3" 3 n=1 3"+1
N
3x
= B e 43 e — )

n=1
=x1—0+2xN41 — 21

= TN+1

En faisant tendre N vers +oo, on obtient donc :

n=1 3
Soit x € [0;1[, alors t = t(x) € T et
+o<>t
x = = =0o(t)
n=1 3"

donc z € o(T).
De plus, soit © = (2),en+, donc u € T et

a(u)::z::ol2>< <;)n:1

donc 1 € o(T). De plus V¢t € T, o(t) € [0;1], donc :

‘ o est sujective de T dans [0; 1]. ‘
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Partie 2 : Etude d’une fonction définie par une série

Q13.

R — R
— 1+s;r;(naf) .
Les f, sont de classe C' comme composition, somme et quotient de fonctions de

classe CL.

Notons f, :

Comme sin varie entre -1 et 1, || f, ||, = = Par ailleurs, Z 33” converge (c’est
n>1
une série géométrique de raison %) Donc Z fn converge normalement, donc
n>1
simplement, sur R.
Pour tout = € R, f/ () =

n cos(nx)

3. donc ||fll, = & Or, 3

’ 3n

= o((5)) par

. . 1 -
croissance comparée. Comme E — est une serie positive et convergente (cest
n
n>1
une série de Riemann d’exposant strictement supérieur a 1), par comparaison,

Donc
1 +oo einw
= — I .
ol = 2+ m<§_: 3n>
Enfin, par somme d’une série géométrique convergente et de raison différente de
1:
+oo einx eiz B e (1 — £ 3 ) B 3eiw -1
= 3" a (]_ - em) cos(x) 2 sin?(x) B 10 — 6COS(JZ)
n=1 3(1-5) (1) 4 g

On obtient donc :

n .
Z 3n converge. Donc Z f} converge normalement, donc uniformément, sur Ve €R, o(z)= 1 n 3sin(z) .
n>1 n>1 2 10 — 6cos(x)
R.
D’aprés le théoreme de dérivation dune série, Q15. La question Q13 nous a permis de vérifier le théoréme de dérivation d’une série
de fonctions terme & terme. Ainsi, pour tout € R :
‘ © est donc bien définie sur R et est de classe C! sur R.
+oo
n cos(nx
Q14. Notons que, pour tout x € R : <,0/($) = Z %
ein:v 1 n=1
< = D’autre part, en dérivant a vue ’expression obtenue a la question précédente,
n n
3 3 on trouve que, pour z € R :
einx . .
De méme que dans la question 2, la série de fonctions x — Z — converge @) = 3cos(x)(10 — 6 cos(r)) — 3sin(x)6sin(x)  —18 4 30 cos(x
nz1 4 (10 — 6 cos(x))? (10 — 6 cos(z))?
donc simplement. Notamment, sa partie imaginaire converge simplement. Soit Donc :
maintenant € R (fixé pour le reste de la question) : :
1T inz too inx +too .
e B e B sin(nx) too ] )
Im (Z n ) ZIm( I > 72 3n ‘v’:cER,ZnCOb(nx) _ —18 + 30 cos(z .
n=1 n=1 n=1 — 3" (10 — 6 cos(x))?
D’autre part, par le méme calcul qu’a la question 4,
+oo o 1 Q16. On a montré en question Q13 que Z fn converge normalement sur R. Cette
_ == n>=1
=8 2 série converge donc uniformément. Par ailleurs, les f,, étant de classe C! sur
) ) R, sont notamment continues sur [0, 7]. Par théoréme d’intégration d’une série
On obtient donc bien N ]
terme a terme :
+o0 +oco . +oco —+o0 —+o0
1 sin(nz) 1 em® T T T
=3 e ) (55 || ewar= [ )| aw =32 ([ e
n=1 n=1 n=1 0 0 n=1 n=1 0
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donc

[ (Ehie) ar= 55 [z - omto)" 52 (2 ey

n=1
“+oo
Or, Z 3 = =7 Z = — et d’apres la question Q14
g 1 3sin(z)
da = -4+ ———d
/0 plo) d /0 2 + 10 — 6 cos(z) v
T T sin(x)
=—+43 ——d
2 + o 10 —6cos(x) v
Donc :
T 3/7r sin(z) q f (=)t +1
— —_— A = e ——
2 o 10 —6cos(z) —  n3ntt
Enfin, par développement en série entiére, on a, pour tout z € |—1;1],

S~ (=D

In(l1+2)= Z Tm"

n=1

[ o= (u(0+8) (- )= oo

Q17. Avec le changement de variable (licite, car de classe C! u = cos(z) et du =
—sin(z) dz), on obtient que

T . —1 N —1
/ __sin@) dz = / ! du = 1 In(10 — 6u) _1 In(2)
o 10 —6cos(z) 1 10 —6u 6 3

1

, donc

Partie 3 : Développements ternaires aléatoires

Partie 4 : Fonction de Cantor-Lebesgue

Q18. On a:
v&7€5[0,1],fb($):: T
On en déduit le graphiques respectifs de fy, puis ceux de f1 et fo par opérations
sur les représentations graphiques (dilatations, translations) :

05
04
02

) £ o 3 s

Montrons par récurrence que pour tout n € N :

P(N): fn([0;1]) € [0;1].

Initialisation : pour n = 0.

fo:x— x, donc fo([0;1]) =[0;1], d’ou P(0).
Hérédité : soit n € N tel que P(n). Soit = € [0;1]

1°F cas : x < £, donc fry1(z) = I037) o 3z € [0;

de récurrence, f,(3z) € [0;1], donc fry1(x) € [0
2i¢me cas 1z € |15 2], donc fnyi(z) =4 €[0;1].
(33c 2

1], donc par hypotheése

13 € [051].

3iéme cas : x> 2, donc fni1(z) = %+ In ,or x € [2;1], donc
3r—2¢€[0;1] et d’apréb I'hypothese de recurrence fn(Bz—2)€10;1],
donc : fry1(w) = 35 + fn(?m 2 e [;7 } [0 1]

Donc : Vz € [0;1],fn+1( )€ [0,1], d’ott P(n + 1).

Conclusion : par principe de récurrence,

‘ pour tout n € N, f,, est & valeur dans [0;1]. ‘

Q19. def cantor(n,x):
if n ==
return x
elif x <=1/ 3:
return cantor( n - 1, 3 *x x) / 2
elif x >= 2 / 3:
return cantor( n - 1, 3 *xx-2) / 2+ 1 /2
else:
return 1 / 2

Q20. Montrons par récurrence que pour tout n € N :
P(n) ¥ € [0.1], | fur (&) — ful@)] < 5
n): vV nt1(@) — @) < ——
b 3 x 2n+l
Initialisation pour n =0
e Size€ [O;%], alors

T 1
_ =2z
@) = fol@) = 5 <
« Sizeli;2[, alors |fi(z) — fo(x)| =|z— 3| Siz >3, onadonc
1 2 1 1
— =r—=-—-<=-—=—= -
[fil@) = fola) =2 -5 <3 -5=¢
D’autre part, six<%7ona
1 1 1 1
— — - — gf_fzf
h@) = fo@l =5 - <5 -5 =¢
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e Sixe€ [%;1], alors

7@~ ol =5+ 252 =]
= e —1/=2(1-2)

donc P(0) est vraie.
Hérédité soit n € N; supposons P(n) vraie.

e Six € [0;%]7 alors

1 1 1 1
| frte(®) = for1(@)| = §|fn+1(3x) — fa(32)] < 93 % on+l = 3 % on+2

o Sizelg;2[ alors

| frni2(x) = fug1(z)] =0

« Size[2;1], alors

1 1 1
| frv2(®) = frya(@)| = §|fn+1(3=’f —2) = faBz = 2)| < 33 % il
_ 1
3 x 2n+2

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence,

Ve € [0,1], 1fausa(2) = ful0)] < 5y

Q21. La série de terme général 7= converge en tant que série géométrique de raison

dans ]0; 1[. D’apres la question précédente, la série de fonctions > (fn+1 — fn)
converge donc normalement sur [0, 1], donc uniformément sur [0, 1]. Par lien
suite-série, la suite de fonctions (f, — fo),cy converge donc uniformément sur
[0,1], et il en va donc de méme pour (f,)nen-

‘ la suite de fonctions (fy,)nen converge uniformément sur [0;1]. ‘

Q22. Montrons que la propriété P(n) : f, est continue et croissante sur [0, 1], f,(0) =0
et fn(1) =1 est vraie pour tout n € N.

Initialisation : pour n = 0.
P(0) est vraie car fo = Id qui est bien continue, croissante sur [0, 1], et vaut
bien O en O et 1 en 1.

Hérédité : soit n € N, supposons P(n).
Alors fn41 est continue sur [0;1],]3; 2[ et [2;1] comme somme, quotient
et composition de fonctions continues. Par ailleurs,

frt1 (1) = lim fppi(e) = lim @ — fnT(l)

1
= - =1 o
3 vt e B) 11111+f +1(2)

z—1

donc f,,41 est continue en % On montre de la méme maniére que f, 1 est
continue en 2. Donc f,11 est continue sur [0, 1].
Comme composée de fonctions croissantes, f,4+1 est également croissante

sur chacun des intervalles [0; 1] et [2;1], et elle est constante donc crois-

sante sur [% ; %] Comme cette croissance a lieu sur chaque intervalle fermé,

on peut « recoller » cette croissance sur tout [0, 1] :

par exemple si € [0;3] et y € [2;1], on a frp1(z) < foy1 (3) <
frt1 (%) < far1(v))-

Enfin, fo1(0) = 2650 =0 et fo40(1) = 3+ LEF2 =1,

Conclusion : par principe de récurrence, P(n) est donc vraie pour tout n € N.
B

Puisque pour tout n € N et pour tout = € [0,1], on a
0< fu(z) <1

En passant & la limite en n, on trouve que pour tout z € [0,1] :
0< f(z) <1

La fonction f est donc bien & valeurs dans [0, 1]. Par ailleurs, si 0 < z < y < 1,
on a pour tout n € N :

et la encore, en passant a la limite en n, on obtient

f(x) < f(y)

La fonction f est donc croissante, et en passant a la limite dans les égalités
fn(0) =0 et fr,(1) =1, on obtient f(0) =0 et f(1) = 1. Puisque f est la limite
uniforme d’une suite de fonctions continues sur [0, 1], elle est elle-méme continue
sur [0,1]. Enfin, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, f ([0;1]) est un
intervalle contenant f(0) = 0 et f(1) = 1, donc il contient [0;1], et f est donc
surjective.
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