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CORRIGE DU DEVOIR MAISON 7

EXERCICE 1 : Eztrait ESA PC 2020

1. Montrons par récurrence forte que pour tout n €N, 0 < a,, < 1.
Initialisation : On a ag =1 €]0, 1].

Hérédité : Soit n € N. On suppose que pour tout k€ [0,n], 0 < ay < 1.
Montrons que 0 < a,.1 < 1.

1 ag
On a pour tout k€ [0,n], ax >0 et n—k >0 donc ———— > 0 donc par produit, ——— > 0 puis
p [[ ]] k n—-k+2 p P n—-k+2 P
ay
par somme, Z ———— > (0 et comme >0, on en déduit que a,,1 > 0.
-k+2 n+1
1 1
On a pour tout k € [0,n], ax <1l etn-k+2>2>0 donc m donc par produit d’inéga-
n
IPUIEN c. . ag ag n+ 1
lités & termes tous positifs, on obtlent 1o plllS par somine, Z . 2 5 et comme

>0, on en déduit que a,.1 < = < 1.
n+1 2

Conclusion : ’Pour tout neN, 0<a, < 1.‘

2. Notons R; le rayon de convergence de la série entiere Z apx"
La suite (a,1™) ey est bornée d’aprés la question précédente.
On en déduit qu’on a 1 < Ry puisque Ry = Sup{r ¢ R, (a,r™) est bornée}.

Le rayon de convergence de la série entiére Zanx” est supérieur ou égal a 1.

n

3.(a) Notons R; le rayon de convergence de la série entiére Z 5
n+

1 . : 1
~ — donc les séries entiéres Z —a" et Z —2™ ont méme rayon de convergence.
n+ n 250 10+ 2 n>1 T

On a

1
De plus, on sait que la série entiére Z —z" a méme rayon de convergence que la série entiére

n>1n
Snxbare

nzl nxl

Or, la série entiére Zx” est la série géométrique qui a pour rayon de convergence 1 puisque
n20

Sup{r e R,, ¥ r" converge} = Sup[0, 1[=

On en déduit que Ry = 1.

s (BN mn
Le rayon de convergence de la série entiére Z 5
n+

est égal a 1.

n

. . x
3.(b) Comme Ry = 1, on sait que pour tout x € R tel que |z| < 1, la série Z 5
n+

converge et pour

tout x € R tel que |x|

1 -1)"
De plus, la série Z = Z — dlverge (série harmonique) et la série Z (1)
n>0 1 n+2 n>2 1 n>0 1 +

converge d’aprés le

. . . . 1 .
critére spécial des séries alternées car la suite (— est décroissante et converge vers 0.
n+ neN



Ainsi :

Pensemble de définition de la fonction z +— 5 est [-1,1[.
n=0 T

3.(c) Notons R le rayon de convergence de la série entiére Y  w,z"
n20

D’aprés le cours, on a R > min(Ry, Ry). Comme Ry > 1 et Ry =1, on a min(Ry, Ry) =1 d’otl .

1
On a de plus par définition, pour tout n € N, w,, = Z ay X p——— d’ot :

pour tout n € N, w,, = (n+ 1)au.1.

3.(d) Par produit de Cauchy, on a pour tout z € R tel que |z| < min(Ry, Rs) c¢’est-a-dire pour tout
re]-1,1]:

+00 +o00 1 + 00 +00 +00o
(Z anIn) (Z x") = Z wpa" = Z(n +1)ap 2" = Z na,x" "
n=0 n=0 n=0 n=1

—on+2

Or, en tant que somme d’une série entiére, f est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence
et on peut la dériver terme a terme donc :

Vee]-1,1[, f'(x) = Znan

On en déduit que :

xn

pour tout x €] - 1,1[, f'(x) = f(x) i"
0

—on+2

4. Soit @ et 1 les fonctions définies par :

mn#—l

p(x) =In(f(x)) et ¢(x) = Z NCESNCTE))

Pour tout x € [0,1[, on a f(z) = ag + Z apr” =1+ Z a,x™ > 1 car pour tout n e N*, a,z" > 0.
n=1
Comme f est définie et dérivable sur [0 1[ a valeurs dans R%, par composition avec la fonction In

définie et dérivable sur R*, la fonction ¢ est définie et dérivable sur [0, 1[ et on a pour tout z € [0, 1] :

ey L@
() f(z) Z%n+2

d’aprés la question précédente.
xn-%—l

Par ailleurs, par dérivation terme a terme, la série entiére Z a méme rayon de conver-

ns0 (n+1)(n+2)

n

gence que la série entiére Z qui a pour rayon de convergence Ry = 1 et on a pour tout z € [0,1] :

n>0 T 2

'()f

On en déduit qu’il existe K € R tel que pour tout x € [0, 1], p(z) = ¢ (z) + K.
Or, ¢(0) =In(f(0)) =In(ag) =In(1) =0 et ¢(0) =0 d’oit K =0.
Ainsi :

n+2

+oo ZE”+1

pour tout z € [0, 1], ln(f(w)) = ;m




5. 0n aIn(f(0)) =0 donc f(0) =e® =1 et pour tout x €]0,1[ :

+o0 +0o .n+1 +o0  .n+1
( 1 1 ) el T T

ln(f(x)):z n+l n+2 :Z Z

- (ces deux séries convergent)
n=0 n:0n+1 n:0n+2

donc :

+00

+00 rn 1 xn too xn ]_ T xm 1 = "
m(f(@)ﬁ;-;é;=;75(,§r$)=“(1‘5)nﬁ'
+00 _1)n+1 =1

Or, on sait que pour tout ¢t €]-1, 1[, In(1 +¢) = Z t"™ donc pour tout x €]0,1[, In(1 - x) = - Z —x"
n=1 n=1 T

d’ot In(f(z)) =1+ (i - 1)111(1 —x) et donc f(x) =exp (1 + (é - 1)1n(1 - x)) =e(l-z)s L.

On a f(0) =1 et pour tout z €]0,1[, f(z) =e(1-z)s%.

1 1\" = 1\" 1 1\!
6. On a — €]-1,1[ donc d’aprés ce qui préceéde, la série Z n (—) converge et Z n (—) =f (—) =e (—) :
2 n>0 2 n=0 2 2 2

o Qp, e
La série Z on converge et a pour somme 5

n20




CENTRALE Maths 1 PC 2024

Eléments de correction

Q 1. Sia € N, pour tout n > a+1, a,, = 0 et donc la suite (a,2™),, est nulle & partir d’un certain rang,

donc bornée pour tout = € R donc le rayon de convergence R = sup{z >0, (a,z™), bornée } = +o0.
a a—n
Sia¢N,pourtoutneN,an;&0et|n+1|=| |
|Cln| n+1 no+w

Donc d’apres la régle de D’Alembert, appliquée a une série entiére de la forme > a,z™, R = 1.

Q 2. D’aprés le cours,
+%
Veel]-R,R[, (1+4+2)*= Z anx"

. . . 1 .
Q 3. On applique la question précédente avec a = 5. On a dans ce cas :

175 /1—2k\ (-1 (—=1)nt? (2n)!
tn = mﬂ)( 2 ) T nln ;Bo(%_ U= 2n—1)[ [, (2k)
(=nr*t (2n)!
nl2n  (2n —1)27(n!)
(2n)!
22n(2n — 1)(n!)?

= (_1)n+1 _ (_1)n+lbn

Dans le cas a = %, le rayon de convergence R = 1 d’aprés Q1, et d’aprés Q2 :
+% +o
Vee]-1,1[, V1i+z= Z anx" = Z (=1)"*1b, 2"

Q 4. On utilise la formule de Stirling :

Donc

(2n)! Vamn ()™ 11

by = g~

= 2271(271 — 1)(71!)2 n—+w 22”(2n)2’n’n (g)2n n_)“_“’_% ﬁn?

1
3
nz
gente donc la série Y (—1)" "1, est absolument convergente donc convergente.

Q 5. Notons pour tout = € [~1,1], fu(x) = (=1)"*Lb,2", |fu(x)| < |bn| = by, donc | £,
et la série Y b, est convergente d’aprés la question précédente donc la série >’ | f»

On a donc b, = O (%) et la série Z

est convergente donc la série Y. b,, est absolument conver-
n?2

o«,[—1,1] < by

x,[-1,1] €st convergente
donc la série de fonctions Y| f,, converge normalement donc uniformément sur [—1,1].

De plus, pour tout n € N, f,, est continue donc par le théoréme de continuité de la somme d’une série
+C
de fonctions, S : x — Z (=1)"*1b, 2" est continue sur [—1, 1], en particulier, elle est continue en 1~ :

n=0

+o
lim S(z) = S(1) = Z(f—l)"“bn
+oC
Or pour tout z €] — 1,1[, S(z) = Z (=1)"* b, 2" = \/1 + z, par conséquent,
n=0
+o0
(=1)"* b, = lim S(z) = lim V1+z=+2
rx—1— r—1—
n=0
Q 6. La suite (by,)n,>1 est décroissante car b’;—“ = % = % <let lirf b, = 0 (cf I’équivalent
n n n—+w0

trouvé en Q4) donc la série Z (—1)"+1bn vérifie le critére spécial des séries alternées, et donc par la

n=1

question de cours; atten-
tion & ne pas appliquer
d’Alembert dans le cas a €
N car a,, = 0 & partir d’un
rang

question de cours

calcul classique d’un pro-
duit de nombres impairs

Stirling puis produit
d’équivalents

point important : justifier

4+
Z (—=1)"by par continuité
n=0

de S en 1 ou par le théo-
réme de la double limite



majoration des restes :

n +0
1
- Z (=1)*1bpa®| = Z (=1)*bpa®| < |bpyr| = O (5) par Q4
n3/2
k=0 k=n+1

Q 7. Initialisation : co(a) > 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons ¢, (a) bien défini et ¢,(a) > 0 alors comme a > 0,

>
cn(a) + @) > en(a) >0
Par conséquent, c¢,+1(a) bien défini et ¢,,41(a) > 0.
Q 8. Soit n € N,
1 1
2 _ 19 2 2y _ 4_q 2, 2
cnr1(a)” —a 1e, ()2 (cn(a)* + 2acy(a)® +a®) —a Ten(0)? (cn(a) acy(a)? + a®)
1 9 2
= TP (cn(a)® —a)

donc ¢4 1(a)? = a et ¢ppi1(a) >0 d’ott ¢,41(a) = v/a pour tout n € N et par conséquent,
VneN* c¢,(a) =+a

Q 9. On déduit de la question précédente que (¢,(a))n=>1 est décroissante car

cny1(a) —cp(a) = % (—cn(a) + Cn(za)> = 2%1((1) (—cn(a)2 +a) <0pourn =1

La suite (¢, (a)) est décroissante et minorée par 1/a, elle est donc convergente. Notons ¢ = hIJrrl cn(a).
n——+uL

1
Par passage & la limite dans P’égalité c,,+1(a) = B} (Cn(a) + c C(la)>’

1
z=7(£+9) donc 2 —a=0 doule{—a, /a}
2 14
Or £ = \/a car ¢,(a) = +/a d’ou £ = \/a.

1 2
Q 10.0naci(2) == (co(2) + = donc ¢1(2)? —2 = ; =8(3—12)1
2 co(a)
1\*"
Hérédité : soit n € N*. Supposons ¢, (2)° —2 < 8 <32> On a alors

271, 1
en1(2) —2 = 4cn1(2)2 (e ~2)" < 4cn1(2)2 [8 (312) ]

en utilisant ¢, (2)? > 2 (Q8).

271.71
1
On en déduit par récurrence que pour tout n € N*, ¢,(2)> -2 < 8 () et

R = T RN (G

271,—1 271,—1
1 1 1
Q 11. Par croissance comparée lim n3? (= =0 donc [ — = o0 —= |-
32 32 n—+wx

n—+ n3/2

n—1
La suite (1 i converge plus vite que 1).
32 n3/2
Q 12. M est symétrique réelle donc d’aprés le théoréme spectral,
il existe P € O(q) et D = diag(A1,--- ,\,) tel que M = PDP~! = PDPT,
On pose B = PAPT avec A = diag(v/A1, -+ \/7 (possible car les valeurs propres de M sont
positives : A; = 0).

il fallait penser au CSSA

récurrence élémentaire

argument classique d’une
suite est décroissante (&
partir du rang 1) et mino-
rée ; puis passage a la limite
dans la relation de récur-

rence pour trouver la limite

cn(2) + V2 = 24/2 par Q8

croissance comparée

hm n q"=0silql <1

n—+0oC

question ultra-classique
d’application du théoréme
spectral



On a alors B?> = PA?PT = PDPT = M.

Et la matrice B est symétrique (BT = B) positive car ses valeurs propres (1/);) sont positives.

Q 13 (rédaction 1). Soit C' une matrice symétrique positive vérifiant B> = C? = M. Montrons que
B = C. Pour cela, on va montrer que les applications linéaires f : x — Bz et g : x — Cx sont égales sur
chacun des sous-espaces espaces propres de M, Ker(M — AI).

Soit A € Sp(M). Notons Ey = Ker(M — AI,).

On a BM = B3 = M B donc E, est stable par f (on pourrait dire par B).

L’endomorphisme induit par f sur E), noté fy, est diagonalisable car f est diagonalisable.

On cherche le spectre de fy.

Soit 1 € Sp(fa). Alors il existe x € E, non nul, tel que fy(z) = px, c’est-a~dire Bx = pz. Ona pu =0
car B est symétrique positive et

\e = Mz = B>z =p?2 don A=p? donc pu=+A

Par conséquent, Sp(f) = {\/A} et fr étant diagonalisable, on en déduit que f) = VA idg, .
On montre de méme que endomorphisme induit par ¢ : # — Cz sur Ey est gy = VA idg, = fx.
Donc pour tout z € Ey, fa(z) = gr(z) = VA z, soit Bz = Cx.

Or M étant diagonalisable (th. spectral), M,1(R) = @ Ker(M — \,);
AeSp(M)

on en déduit Bz = Cz pour tout z € M, ;(R) d’oa B = C.

Q 13 (rédaction 2). On reprend les notations précédentes. L’idée principale reste identique, on
veut montrer que Bz = Cz pour tout z € M, 1(R) et pour cela, il suffit de le vérifier sur chacun des
sous-espaces propres de M, Ker(M — A\I,). Le point crucial de la démonstration est d’obtenir que pour
x € Ker(M — \I,), Br = Cx = \/Ax, c’est-a-dire, x € Ker(C — v/AI,) (et x € Ker(B — ~/AI,))

On souhaite donc montrer l'inclusion Ker(M — A1) < Ker(C' — +/AI,) (il suffit de le faire pour C,
car on en déduira le résultat pour B qui vérifie les mémes hypothéses que C).

Montrons que Ker(M — A\ 1,) = Ker(C' — /A 1,) pour tout A € Sp(M).

L’inclusion Ker(C' — «/\1,) € Ker(M — \I,) est élémentaire.

On va montrer 1’égalité des dimensions pour conclure.

On a C symétrique réelle donc diagonalisable : C = PAP~! d’ou M = C? = PA2P~ 1.

On en déduit que Sp(M) = {2, u € Sp(C)} et comme Sp(C) < Ry, Sp(C) = {v/A, X € Sp(M)}. Par

conséquent, M et C étant diagonalisable par le théoréme spectral,

3 dim[Ker (M -A)]=q= Y dim[Ker(C—pl)]= > dim [Ker (C - \ﬁfn)]

AESP(M) nesSp(C) AeSP(M)
D’ou :
3 [dim (Ker (M — A 1,)) — dim (Ker (C - \&Iq))] =0

AESp(M) ~ o
>0 car Ker(C—+v\I;)cKer(M—XI,)

Une somme nulle de nombres positifs ou nuls implique que tous ces nombres sont nuls et on en déduit

légalité souhaitée pour tout A € Sp(M) :
dim (Ker (M — A1) = dim (Ker (C - \/XIq>)

Q 13 (rédaction 3) Supposons C? = M avec C symétrique réelle. Montrons pour tout A € Sp(M),
légalite Ker(M — \1,) = Ker(C — /A1) qui est le point clé de la démonstration.

L’inclusion Ker(C' —~/A1I,) € Ker(M — \I,) est élémentaire.

Montrons l'autre inclusion, Ker(M — A I,) € Ker(C — /A1)

ler cas : A = 0. On a C diagonalisable car symétrique réelle, donc C est semblable & une matrice
diagonale A donc rg(C) = rg(A) = rg(A?) = rg(C?) = rg(M) en utilisant que pour une matrice
diagonale rg(A) = rg(A?).

Par le théoréme du rang, on en déduit dim(Ker C') = dim(Ker M) ; mais on a aussi Ker(C) c Ker(M)
d’ou légalité Ker(C) = Ker(M).

I'unicité est plus délicate
que l’existence. Rédaction
1 : on considére ’endomor-
phisme induit par B sur
chacun des sous-espaces

propres de M

rédaction 2 : on rai-
sonne sur les dimen-
sions pour montrer

que Ker(M — XI;) =
Ker(C — v/AI)

rédaction 3 : on montre
l'égalité Ker(M — A1)

= Ker(C — V/\I;) par
double inclusion, en utili-
sant Dégalité (M — X 1Ig) =
(C+VAI)(C = VAIy)



Deuxiéme cas : A > 0. Soit 2 € Ker(M — A 1,). On a en posant y = (C — VA1) :
(C+ VALY = (C+ VAL (C =Nz = (C? = NIz = (M —XI,)z =0

Donc y € Ker(C + \/qu) et Ker(C' + \/XLI = {0} car —v/A n’est pas valeur propre de C' car C symétrique
positive donc ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Donc y = 0 soit = € Ker(C' — ~/AI,).

Q 14. Initialisation : My = I, est bien définie et on a ¢o(A;) = 1 donc :

Pdiag (co(M1), -+ ,co(Ng)) PT = PI,PT = I, car P € O(q).

Hérédité : soit n € N. Supposons M,, = Pdiag (¢, (A1), -+, cn(Ng)) PT.

On a d’apreés la question Q7, ¢, (A\;) > 0 donc det(M,,) = [TL_, ¢n(Xi) > 0 et par conséquent M,, est

inversible.
Par conséquent, la matrice M,,+1 = % (Mn + MM;l) est bien définie.
De plus, on a M = Pdiag (C (1)\1),--- = (1)\ )) PT dou :
o new

MM; ' = Pdiag (A1, -+, \y) PT P diag (
=1,

. /\1 A > T
= Pdia e, —2 )P
& <cn<m cn(N)

1 ...
Cn(>\1)7

D’ou,

Mn+1 =

N =

(M, + MM;Y) = %P [diag (en(M\), -+ s en(Ng)) + diag (cn&) e Cn?;q))] pr

= Pdiag (; (cn()\l) + Cn)(‘/l\l)) % (cn(Aq) N cn/(\;\q) ) pr

= Pdiag (ch+1(A1), - 7Cn+1(/\q)) pr

Q 15. On a pour tout ¢ € [1,q], 1irJrrl cn(Xi) = A/A; d’aprés Q9. Donc par la caractérisation de la
n—>+x

limite d’une suite de matrices, par la limite des suites coordonnées :

lim diag(cn(A1),- - ,cn(Ag)) = diag (\/E, e ,\/E)

n—-+o0

En utilisant le deuxiéme point donné en préambule sur la convergence des suites matricielles et le produit
(ou 5/2 : I'application ¢ : M + PMPT est linéaire sur M,(R) qui est de dimension finie donc ¢ est

continue), on obtient :

nl_l)rfl (Pdlag (Cn()‘l)7 T 7Cn()‘q)) PT) = nl_l}l}_lx ¥ (dla'g (cn()‘l)a U 7Cn(>‘q)))

o | Jim, ding (cn(n),-++ (00|

+on
=Pdiag(\/ﬂ,--- ,\/E)PT=\/M

Q 16. f a au plus un point d’annulation sur /. En effet, si f posséde deux points d’annulation ¢, et
co €I, avec ¢ < co. On a f(c1) = f(c2) = 0. f étant continue sur [c1, co] et dérivable sur Jeci, co[ alors

d’aprés le théoréme de Rolle , il existe c3 €]cy, ea[, f'(c3) = 0 absurde car f’ ne s’annule pas sur I.

Q 17. f est de classe C? sur I donc f” est continue sur le segment .J, donc f” est bornée sur J, (et
ses bornes sont atteintes) donc sup |f”| est bien défini (et c’est un max).
Jr

De meéme f’ est continue sur le segment J,., donc |f’| aussi (par composée de fonctions continues) et
donc | f'] est bornée, et elle atteint ses bornes : i, = iglf lf'| = min |f'| est bien défini (et I'inf est atteint).

De plus, f’ ne s’annule pas sur I, donc ne s’annule pas sur J,. donc 7, = n}in lf'| > 0.

Q 18. I est un intervalle ouvert non vide et ¢ € I donc il existe ro > 0 tel que J,, < I.

la continuité de M —
PMPT est importante a
invoquer pour le calcul de

la limite

théoréme de Rolle

continuité sur un segment :
théoréme des bornes at-
teintes



De plus, on a pour tout r €]0,7¢], J € J;,, donc s, < s,, et i, = i,, et par conséquent, K, < K, .

Si K,, =0, alors r = ry vérifie K, = 0 donc 0 < 7K, < 1.

Si K, > 0, alors on considére r € ]O, %m[ On a alors 0 < 7K, < rK,, < 1.

Autre rédaction : on a pour tout r €]0,79[, 0 < rK, < rK,, donc par le théoréme des gendarmes,
lim rK, =0 donc il existe r > 0 tel que rK, < 1.

r—0t
Q 19. f est de classe C? sur J, et |f”] < s,. Donc on peut appliquer I'inégalité de Taylor-Lagrange
alordre 2 :
Sy
£(&) ~Flen) = Flen)e—en)| < o= eal?
——
=0

Par conséquent, en utilisant |f'(c,)| > iy,

| en)en — flen) = Fllen)e 5
fensr = el = F'(cn) S ST

On a ¢, € J, donc |c, — | < r d’ou

leni1 —c| < Kplen — P < K2 = (PK,)r <7

—
<1
Par conséquent, ¢, 11 € [c—r,c+ 1] = J,.
Q 20. On procéde par récurrence sur n.
Initialisation : I'inégalité est une égalité pour n = 0.
K, |eo — )
Hérédité : soit n € N. Supposons |¢, — | < % et ¢, € J,.

T
On a alors par la question précédente, ¢,.1 € J,. et

2'n.+1

(5, leo c|>2">2 _ (Keleo — e

|Cn+1 - C| < K’r|cn - c|2 < Kr ( Kr Kr

Ce qui achéve le raisonnement par récurrence.

De plus, ¢g € J,- donc |cg — ¢| < r d’ou pour tout n € N,

n

(Eyleo —e)®” _ (rK)”
K, S K,

0<|en —¢| <

Or 0 < rK, <1 d’aprés Q18, lim (TK,.)QH = 0 donc par le théoréme des gendarmes,

n—+ua0

lim |¢p, —¢/=0 dou lim ¢, =c.
n—-+a0 n—-+aw

Q 21. Soit p une racine complexe de P’. Alors p n’est pas racine de P car P est scindé a racines

simples. Par conséquent , u n’est pas valeur propre de M donc M — ul, est inversible.

’
S

On décompose P’ = H(X — ;)™ On a alors P'(M) = H(M — pig)"™.
i=1 =1
D’aprés ce qui précéde, pour tout i € [1,5']], M — p;I, est inversible, donc P/(M) est un produit de

matrices inversibles, donc P'(M) est inversible.

Q 22.On a ypy = H(X —\)% avec a; < g car deg(xm) = ¢.

i=1
Par conséquent,
S S S
P=TTX = x)7 = (X = 2% (X = M) T = xr [ (X = Ap)
=1 =1 i=1

eC[X] car ¢=a;

Donc xjs divise P9, il existe @ € C[X] tel que P? = x Q.

cours : M — uly inversible
ssi u € Sp(M)



On en déduit P(M)? = xp(M)Q(M) = 0 d’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton (xar(M) = 0).
Donc P(M) est nilpotente.

Q 23. On utilise I'existence de B,, € C[M] telle que P(M,,) = (P(M))*" B,.
Soit n € N tel que 2" > ¢. On a alors P(M)?" = 0 d’aprés la question précédente donc, P(M,) = 0

et par conséquent, M,, 1 = M,. Ce qui montre que la suite (M,,),en est stationnaire.

Q 24. Montrons par récurrence que M et M, commutent.

Init : pour n =0, M,, = My = M donc le résultat est clair.

Hérédité : soit n € N. On suppose que M et M, commutent.

On a P(M,,) = P(M)?"B,, avec B,, € C[M] donc P(M,) € C[M] donc M P(M,) = P(M,)M.

On a P(M,) € C[M] donc P'(M,) € C[M] donc MP'(M,) = P'(M,)M et par conséquent,
MP'(M,)" ' = P'(M,) M. On peut alors écrire :

MMy = MM, — MP(M,) P'(M,)~" = M,M — P(M,) MP'(M,)™" = (M, — P(M,)P'(M,)~") M
—— — —_—

=MnM  =pP(M,)M

=P/(M,)~'M

- n+1M

Q 25. En reprenant le raisonnement de la question 23, pour tout n tel que 2" > ¢, P(M,) = 0 et
M, = A. D’ou P(A) = 0 : P est un polynome annulateur de A , scindé & racines simples donc A est

diagonalisable.

Q 26. D’aprés Q24, M et M,, commutent pour tout n € N et comme il existe ng € N tel que A = M,
M et A commutent. Par conséquent, AN = A(M — A) = AM — A2 = MA— A% = (M — A)A = NA.

0

Soit ng tel que M, 41 = A. On a alors

N=M=-A=DMy— M1 =Y (My— M)
n=0
= Z P(Mn)Pl(Mn)_l
n=0
=Y P(M)*" B, P'(M,)"!
n=0
=P(M) Y P(M)*~'B,P'(M,) "' = P(M)C

P(M) et C commute car B, € C[M] et P'(M,,) € C[M] donc

N?=P(M)ICT*=0 car P(M)1=0
Q 27. On écrit le développement limité en 0 de v/1 + z & l’ordre ¢ — 1, en reprenant les notations

del a question 3 :

q—1 qg—1
Vitr = Z (=)™ b,2™ + o(z97) = Ry(x) + o(z7Y) avec Ry(z) = Z (=1)"* b, 2"
n=0 n=0

Alors par produit de DL :

T+a =, Ry(z)®> +o(x? ) donc 1+x— Ry(x)® =

T—> z—0

1+z= o(x?™1h)

Par conséquent, le monome de plus petit degré dans le polynéme 1 + X — Rq(X)2 est a, X™ avec n = g,

autrement dit :

2q—2 q—2
14+ X = Ry(X)? = ) apX¥ = X1 apy g X" = X9Q(X)  avec Q € R[X]
k=q k=0

caractérisation de A dia-
gonalisable par existence
d’un polynoéme annulateur

scindé simple



Donc X7 divise 1 + X — R, (X)2.

Q 28. Soit N une matrice nilpotente de M, (C). Alors N? = 0. Rappelons rapidement pourquoi :

il existe un entier k tel que N* = 0. Alors X* est un polynome annulateur de N et les valeurs propres
de N appartiennent donc & I’ensemble des racines de X*, qui est réduit a {0}. Donc Sp(N) = {0} (le
spectre n’est pas vide dans C car le polynéme caractéristique posséde au moins une racine dans C).

Donc le polynome caractéristique de N est xyny = X? et donc par le théoréme de Cayley-Hamilton,
N7 =0.

En reprenant le polynome R, de la question précédente, on a :

I,+ N —RyN)>=NIQ(N)=0 donc R, (N)?=1I,+N

Donc Ry(N) est une racine carrée de I, + N.

Q 29. On montre par récurrence que pour tout n € N, M, est & coefficients réels :

My =M e M,;[R).

Soit n € N. Supposons M,, € M,(R). Les valeurs propres de M sont réelles car M est trigonalisable
dans M,(R); par conséquent, P = | [I_, (X — ;) € R[X].

Donc P(M,,) € M,(R) et P'(M,) € M,(R) et par conséquent, P'(M,)~ ' € M (R).

D'ott M,y = M,, — P(M,,)P'(M,)~" € M,(R). Ce qui termine la récurrence.

La suite (M,,) étant stationnaire; constante égale & A & partir d’un certain rang, A € M,(R).
Puis N = M — Ae My(R).

En reprenant la démonstration de la question Q25, on a P(A) = 0, et P est un polyndme scindé a

racines simples dans R (les valeurs propres de M) donc A est diagonalisable dans M, (R).

Q 30. On a P(A) = 0 donc toute valeur propre de A est racine de P :
Sp(A) c {racines de P} = Sp(M) < R%. Donc Sp(4) < R%.

Q 31. Les valeurs propres de A, notées A/, --- ,)\;, étant strictement positives, on peut reprendre la
méthode vue en II.C, pour obtenir une racine carrée de A, a partir de A = P diag ( R ,)\;) Pt

en posant A’ = Pdiag (\/A[,---,/A)) P7', on a (4')% = A.

Onaalors M = A+ N = A(I, + A7'N).

Les matrices A et N commutent donc A~ et N commutent donc (A"1N)4 = (A~1)IN? = 0.

A~IN est donc nilpotente donc en utilisant la question Q28, (Rq(A’lN))2 =I;+A'N.

Les matrices A’ et R,(A™'N) commutent (cf ci-dessous) donc

(AR (AT'N))? = (A)? (Ry(AT'N))* = A(I, + A7'N) = M

Donc A'R,(A7!N) est une racine carrée de M.

Précisons pourquoi A’ et Ry(A~'N) commutent.
En notant A},---, A, les valeurs propres deux a deux distinctes de A.
Alors en utilisant les polyndmes interpolateurs de Lagrange par exemple, il existe un polyndme
Q € R[X] tel que
vie[Ls] (/%= Q)

On a alors A’ = Pdiag (\/X}, -+ ,4/A)) P7t = .- = Q(A) donc A’ € C[A].

Or A='N commute avec A car A et N commutent donc A’ et R,(A™'N) commutent.



