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CORRIGE DU DEVOIR MAISON 8

EXERCICE 1 : Extrait CCINP PC 202/
+00
1. Initialisation : Pour k =0, l'intégrale étudiée est I'intégrale / e tdt.
0
La fonction t — e~* est continue (par morceaux) sur [0, +oo[. On a pour tout z € [0, +oo] :

f eldt=[-e"]f=-e"+1 — 1€eR.
0

Tr—+00

+00
On en déduit que 'intégrale f e”'dt converge et a pour valeur 1 = 0!.
0

+00
N.B. : On pouvait aussi remarquer qu’il s’agit d’une intégrale de référence du type / e dt avec
0

a=1>0 donc convergente.
+00

Heérédité : Soit k € N. On suppose que l'intégrale f the~tdt converge et a pour valeur k!.

Les fonctions u : t — tF*1 et v : ¢ » —e~* sont de classe €' sur [0,+oo[ et elles ont pour dérivées

respectives u/ 1t — (k+1)tF et v/ : t > et

De plus, tlim u(t)v(t) = tlim (=t***e™") = 0 par croissances comparées (on a bien une limite finie).
—>+00 —>+00

+00 +oo
Par le théoréme d’intégration par parties, on en déduit que les intégrales / u(t)v'(t)dt = / thle~tdt
0 0

+00
et / u'(t)v(t)dt = / (—(k: +1)tke")dt sont de méme nature, cette derniére étant de méme na-
0

+o00
ture que U'intégrale [ thetdt (car —(k+1) est une constante multiplicative non nulle) donc conver-

gente par hypothése de récurrence.
Toujours par le théoréme d’intégration par parties (et par linéarité), on a alors :

/ thtletdt = [—th* e ] + (K + 1) / the7tdt = lim (-tF*e™) + 05 e + (k+ 1)k! = (k +1)!
0 0

t—+o0

par hypothése de récurrence.
On a ainsi prouvé que :

+00
pour tout k € N, I'intégrale / tFe~tdt converge et a pour valeur k!.
0

2. Par la formule du binéme, on a pour tout ¢ € [0, +oo] :

t\" nom\ () = n! 1
B e
( +n) ¢ Z(:) ) \n ‘ gz(:)f'(n 0)!Int

+00
Par la question précédente, pour tout ¢ € [0,n], 'intégrale f t‘etdt converge et a pour valeur /¢!
0

n! 1
— — —t*e7'dt converge et a pour valeur

+ 00 ”
donc par linéarité, on en déduit que I'intégrale [
~ (1(n—0)! nt

n! 1
%E‘(n E)'nﬁ Z(n Ont

Ainsi :
+ 00 t n + 00 t n
I'intégrale / (1 + —) e”" dt converge et / (1 + —) et=5,.
0 n 0 n

1

n




3. On réalise le changement de variable (affine donc licite) v =t —n.
On a dv =dt. Lorsque t =n alors v = 0 et lorsque t - +o00 alors v - +o0.

+00 t n
Par le théoréme de changement de variable, comme l'intégrale [ (1 + —) e”'dt converge, on en
n n

v+n

+o00o n
déduit que l'intégrale / (1 + ) e~ dy converge aussi et on a :
0

In = f b (2 + E) e ‘e "dw.
0 n
+o00 n
Jp=e" / (2 + E) e “dv.
0 n

+00 v n
4. Soit n € N*. Remarquons que ’'on a montré a la question précédente que l'intégrale f (2 + —) e Ye"dv
0 n

n

Par linéarité, on a donc bien :

+o00 v n
converge donc 'intégrale f (1 + 2—) e "dv converge également (2"e™" est une constante multi-
0 n

plicative non nulle).
On a pour tout v € [0, +oo] :

0<1+i<ei done (1+L) <e? doncO<(1+i) eV<e s
2n 2n

par croissance de la fonction x — x™ sur R, puis produit par e > 0.
La fonction v — €72 est continue (par morceaux) sur [0, +oco[ et on a pour tout x € [0, +oo] :

/ e‘%dv = [—26_%]6 = —26_% +2 — 2eR.
0 T—>+00

+00

On en déduit que 'intégrale f e~2dv converge et a pour valeur 2.

Les deux intégrales étant convergentes, on peut utiliser la positivité et la croissance de 'intégrale
(0 < +00) ce qui donne :

+o00 n +o00
0< f (1 + i) e dv < f e 2dv c¢’est-a-dire 0 < K, < 2.
0 2n 0

On en déduit que :

la suite (K, )nen+ est bornée.

5. Pour tout n € N*, on a par linéarité :

+00 n 2 n
Jn:2”e‘"f (1+i) e‘”dvz(—) K,,.
0 2n e

< 1.

2 n
La suite (K,)nen+ est bornée et lim (—) =0 car
e

n—+oo \ e

On en déduit que :

la suite (J,,)nen+ converge vers 0.

n
[\/1,+00[. On en déduit que la fonction f, est continue sur ]0, +oo[~{y/n} et elle est continue a droite
en \/n donc elle admet en particulier une limite finie & droite en \/n.

n
6. La fonction u (1 + —) e "V est continue sur ]0,/n[ et la fonction u — 0 est continue sur

U n
De plus, elle admet aussi une limite finie & gauche en \/n car lim (1 + —) e~ = 9,
u—\/n" n



Ainsi, sur tout segment de ]0,+oo[, f, est bien continue sauf éventuellement en un nombre fini de
points en lesquels elle admet des limites a gauche et & droite finies (un seul point de ]0,+oo[ ici)
donc :

la fonction f,, est continue par morceaux sur |0, +oo[.

7. Posons t = uy/n (changement de variable affine donc licite).
On a dt = \/ndu. Lorsque ¢ = 0 alors u =0 et lorsque t = n alors u = \/n.

n t\"
L’intégrale / (1 + —) e 'dt est une intégrale « ordinaire » car la fonction intégrée est continue sur
0 n

le segment [0,n]. Par le changement de variable, on a alors :

VA " a !
]”:f (1+M) e‘"ﬁ\/ﬁdu:\/ﬁf (1+i) eV dy
0 n 0 Vn

par linéarité.
. . . ﬁ
La fonction f, est continue par morceaux sur ]0,+oo[ donc 'intégrale [ fn(u)du converge (on
0

+00 +00
intégre une fonction continue par morceaux sur un segment) et 'intégrale f\/_ fo(u)du = ff Odwu
n n

+00
est aussi clairement convergente. On en déduit que l'intégrale [ fn(u)du converge et on a par la
0

relation de Chasles :

+00 vn +00 vn n
[0 fu(u)du = fo fa(u)du + [\/ﬁ fo(u)du = /0 (1 + %) e du +0.

I, = \/_[ (1 + l) e dy = \/ﬁ/;m fn(u)du.

Ainsi :

8. Soit u €]0,/n[. Le développement en série entiére de In(1 + x) s’écrit :

Vee]-1,1[, In(l+2) = Z 1)“

En particulier pour = = - €]0, 1[,

NZD
w\ R (-DE k_+oo(_1)k—1uk
s B ) B

1)k 1 uk

k ng

™Ms

donc

ln(fn(u)):nln(1+—) u\/n = Z —u\/_

\/_

En constatant que le premier terme de la somme vaut u+/n, on en déduit que :

(1)k’1 uk
21

pour tout u €]0,/n[, In(fn(u)) = Z

2
u
9. Soit u €]0,+/n[. En constatant que le premier terme de la somme ci-dessus vaut —5on obtient :

2

In (f () + 2] = |37 EDZ

:Z E_q |

k=3 ko n3




k
uk n( u
Posons pour tout ke N*, V= ——=——1 .

kns~! K Vn

La suite (V)gs1 est positive, décroissante et de limite nulle car 0 < <1 (elle est en effet décrois-

S=

sante en tant que produit de deux suites décroissantes et positives et de limite nulle comme produit
de deux suites de limite nulle).
Par le critére spécial des séries alternées, on en déduit que :

L ARSI

Ainsi :

u3

In(f(u))+ 5] < m

pour tout u €]0,\/n|,

Pour u €]0,v/n[, on a <1 done :

NG
In (f(u)) + “— < (£ (u)

2 2,2 2
%7 —donc In(fn(u)) < u——%——%.

u2

Pour tout u €]0,/n[, In(f,(u)) < e

10. Soit u €]0, +oo[. Comme lim V/n = +o0, il existe un rang ng (par exemple ng = |u?] + 1) tel que
2
u

3
u
pour tout n > ng, u <+/n et donc par la question précédente |In (f,(u)) + —

N

Comme lim =0, on en déduit par le théoréme des gendarmes que :

n—+0o 3\/_

w2

2
lir+n In(f,(u))= —% d’ou li{rn falu)y=e7=

par continuité de la fonction exponentielle sur R.
On a ainsi prouvé que :

la suite (f,)ns1 converge simplement sur ]0, +oco[ vers la fonction u > e=#*/2,

Si u €]0,+/n[, on a par la question précédente :

In(f(u)) < —%2 donc 0 < fr(u) < <ol

par croissance de la fonction exponentielle sur R.

u

De plus, si u € [\/n,+oo[ alors f,,(u) =0 donc on a clairement 0 < f,,(u) <e 6.
On a donc bien :

pour tout n € N*, pour tout u €]0, +oo[, | f,(u)| < e7#*/6,

11. Utilisons le théoréme de convergence dominée.
2

Posons f:u 6_%2 et oiume 5.

D’aprés les questions précédentes, la suite (f,)nen+ (de fonctions continues par morceaux sur ]0, +oo[)
converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f (continue par morceaux sur ]0,+oo[) et pour tout
n € N*, pour tout u €]0, +oo[, |f,(u)| < p(u).



Il reste & montrer que la fonction ¢ est intégrable sur 0, +oo].

2
. _u_ . .
La fonction u ~ ™6 est continue (par morceaux) et positive sur [0, +oo].

_u? .
Onae 6= o0 (—) par composition des limites lim u? =400 et lim xe™*/® = 0 par croissances
U—>+00 U/Q u—>+00o Tr—>+0o0
comparées.

1 too ]
Comme pour tout u € [1,+o00[, — >0 et I'intégrale de Riemann [ —du converge (car 2> 1), o

u 1w

+00

en déduit par comparaison que l'intégrale / p(u)du converge.
0

Par le théoréme de convergence dominée, on en déduit que f est intégrable sur ]0,+oo[ donc :

+00
I'intégrale [ e’ 12 du converge
0

+o0 +oo 2
lim ([ fn(u)du) = [ ™2 du.
n—+oo 0 0

12. Par la question 2 et la relation de Chasles, on a pour tout n e N*, S, = I, + J,.

Par la question 11 et le résultat admis, on a lim (f fn(u)du) = \/g # 0 donc f fo(u)du ~ T
0 0

n—»+oo n—+oo 2
7
donc par la question 7, I, ot \/g\/ﬁ

et on a:

On a donc en partlcuher lim [, = +o0 et par la question 5, lim J, =0 donc J,= o ([,) d’ou
n—+oo n—+0oo n—+oo
Sp=In+ o (I )
n%+oo
On en dedu1t que :
nmw
"noteo V9

EXERCICE 2 : Extrait Mines PC 2019
(pn)"

(pn)!

I.1. On pose pour tout n € N*, a,, =

On a pour tout n e N*, a,, #0 et :

ana| _ (pr+p)” (o) _ (1+ 1)’“ 1
an | (pn+p)! (pn) n) (pn+p)-(pn+1)
1Y 1
Or, lim (1 + —) =1 et pour tout k€ [1,p], hm pn+ k) = +oo donc lim =0.
On en déduit que lir+n ntl | _ 0.
n—+oo a/n

Par le théoréeme de d’Alembert pour les séries entiéres, on en déduit que :

le rayon de convergence de la série entiére Z (pn)" ‘ 2" est +oo.
nx1 (pn)
. z (pn)r n
On sait donc que pour tout u € R, la série Z yu" converge.
n>1 (pn)
0 ()" (pn)" ” .
n en déduit que pour tout x € R,, la série Z Z (x converge en apliquant ce

nx1 (pn)' nx1 (pn
résultat en u = 2P.

Ainsi :

le rayon de convergence de la série entiére Z (pn)’

2" est Sup(R, ) = +oo0.
nz1 (pn)'




1.2. Soit z €eR. On a :

+ n[) +00 1 0 1 0
Soi(x)=) —a"=) —a"-—ax'=e"-1 ~ e¥=—x"€"
1(@) nz::l n! T;)n! 0! T—>+00 1 7

d’ott la validité de Hy .
Soit x € R. On a :

X (2n)° m L L o
= n n_ _ = h — 1 =
S02(0) = 2 GoT" ,;) @ ot T @)

eT + e T er 1,

d’ou la validité de Hy .

Pour tout x € R, Sy (z) =e* -1, Spa(x) =ch(z) -1 et les énoncés Hy; et Hyy sont valides.

I1.3. La fonction ¢, est dérivable sur ]1,+oco[ (par les théorémes opératoires) et on a pour
te]l, +oo[ :

er(t) = (=r)t " (t=1) +t"Tr(t-1)" =t (-1 ((A-r)(t-1)+rt) =t (t=1)" (t-1+7)
La fonction ¢, est ainsi continue (par les théorémes opératoires car r > 0) et strictement croiss
sur [1,+o0[ donc elle réalise une bijection de [1,+oo[ sur [gox(l),tlim o ()]
—+00
De plus, ¢, (1) = -z et tlim g (t) = +o0 car @x(t)t ~ T =t
—+00

—+00

Comme 0 € [-x,+oo[, on en déduit que :

la fonction ¢, s’annule en un unique élément de [1, +oo[ noté t,
et on a pour tout ¢ < t,, p,(t) <0 et pour tout t > t,, v, (t) > 0.

Soit neN. On a:

tout

> 0.

ante

_ n’ n (n+ 1)T n+l _ (n+ 1)T_1 n 1-r 7 _ (n+ 1)T_1 n
un(x)—uml(:c)—mx —m —T$ ((n+1) n —iU)—TiU @x(n+1)
———
>0

Si0<n<|t,]—1alors n+1<t, donc p,(n+1)<0.
Sin>|t,] alorsn+12>t, donc p,(n+1)>0.
On en déduit que :

la suite finie (u,())ocn<|t, | €St croissante et la suite (u,(x))ns|s,) est décroissante.

I1.4. On a pour tout x >0 tel que z+a>1:

1-r —1\"
gox(x+a):(:c+a)1‘7"(a:+a—1)’"—:c:x1‘7"(1+g) :v’“(1+04 ) —x
T T

1-r _1 T 1 _1 1
ol 2) () ) e () (et
X xr €T T—>+00 €T €x Tr—>+00 T
- - 1
:$(1+ra LLazm, (—)—1):a—r+ o (1).
Xz x T—>+0o \ I T—+00

On en déduit que :

lim g, (z+a)=a-r.

Tr—>+oo

Soit € > 0.
Utilisons ce qui précéde avec o =1 + €.



On a alors xl~l>1~’+noo o(x+r+¢e)=e>0 donc il existe A; >0 tel que pour tout x > Ay, p.(x+7r+e) >0
et donc x +r+¢ > t, par stricte croissante de ¢,.

Procédons de méme avec a =1 — €.

On a alors lim @r(x+7r—¢)=-e<0donc il existe Ay > 0 tel que pour tout x > Ay, @ (z+7r-¢) <0
et donc x +r —e < t, par stricte croissante de .

Posons A = max(A;, Ay). On a alors pour tout x > A, —e <t, -z —r<e.

On a ainsi prouvé que :

lim (t, -2 —-7r)=0.

Tr—>+oo

IT.5. Commengons par rappeler que || ~ LT puisque pour tout x >0, on a |x] <z < |z]+ 1 donc

1 T T ..

1-—-¢ u <1 donc lim u =1 par le théoréme de limite par encadrement.
T T—>+o00

Si k =0 alors le résultat souhaité est évident.

Soit £ € N*. On a pour tout x > 1 :

uoa@) _ (2] 4k e (Lz])! _(“ﬁ)* ot
(] + &

u(@) e+ ey T ] )([x] + 1)

Or, lim (1 + %) =1 et pour tout pe [1,k], |z]+p ~ xdonc (|z]+k)-(|z]+1) ~ 2~
Tr—+00 x r—>+00 Tr—>+0o
Uz |+k(T)

On en déduit que lim ————= =1.
T—>+00 uli (m)

De méme, on a pour tout z tel que |z]-%k2>0:

i (@) _ (L= k) (L)) (1 ) i)’“ (Le))-(lr) =k +1)
G I (EI o N (F3) 2 WY >

Or, lim (1—£) =1et pour tout pe [0,k -1], |z]-p ~ adonc (|z])(lz]-k+1) ~ a*

T—>+00 lIJ T—>+00 Tr—+00
U |-k (T
On en déduit que lim H—k() =1.
Tr—>+00 ulﬁJ (m)
) _ Upar(T) C
On a donc prouvé que pour tout k € Z, lim ————= =1 c’est-a-dire :

xr—+00 UL’EJ (l*)

Uz |+ () L U] ().

I1.6. On a pour tout x >m :

U () 20 Ule|(w) e

i=|z]|-m

On en déduit qu’il existe A > 0 tel que pour tout = > A, -
Uz ()

>m et comme uj,|(z) >0, on

obtient que :

—

z
> w(z) 2 muy,(z) pour z voisin de +oo.

i=|z|-m




On a alors pour tout = > A :

1 S L R 2 R
U () < — u(r)=— > T < — —a'  (car pour tout i € [|z] - m,|2]]], i < |z] <2)

M z-m M i |z]-m & My z]em v

T < B e L . L

=— Z — < — ) —=—¢" (par ajout de termes positifs)

m om0 miz !

Ainsi :
pour x voisin de +oo, uj,|(z) < e
m

1 1
I1.7. Soit € > 0. Comme lim — =0, il existe mg € N* tel que — <e.
m—+oo m, mo

U[:cj(x) < 1

X
et mo

D’aprés la question 6., il existe alors A,,, > 0 tel que pour tout z > 4,,,, 0 <

L o upgy(z)
On en déduit que lim ———= =0.

T—>+o00 Tex

LxJ:kix) R LG N T I )

u
De plus, par la question 5., on a pour tout entier relatif k, 0.
Alnsi x"e r—+oo gTel T—>+00 xT et
insi :
pour tout entier relatif k, u|,).x(z) = 0 (z"e").
T—>+00

D’aprés la question 4., on a lim (t, —z) =7.

T—>+00
Comme r > |[r] > |r] -1, il existe A; >0 tel que pour tout = > Ay, t, —x > |r] -1 et on en déduit que
ty2x+|r]-12|z|+|r]-1dou |t,]>|z]|+]|r] -1
S —
€7

Comme r < |r] + 1, il existe Ay > 0 tel que pour tout x > Ay, t, —x < |[r|+1 et on en déduit que
ty<x+|r|+1< 2] +|r]+2dou |t ] <t, <|z]+|r]+2.
En posant A = max(A;, As), on en déduit que pour tout x > A, |x| +|r] - 1< [t < |z] +[r] +2 et
donc :

My = up, () < Up)epr]-1(2) + U o) (T) + U]epre1(2) + Uz)e)r]e2(T)

(puisque c’est un de ces termes et les autres sont positifs) d’ou :

M, U g|+(r|-1() N Uz |+ (@) . U |+(r |41 () N U)g|+[r|+2() '

S xre* S xre” xre* xre” xre”
— 0 — 0 — 0 — 0
I—>+00 r—>+00 r—>+00 Tr—>+00

Par le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que lim — xx =0.

Ainsi :

M,= o (z"€e").

T—>+00

I1.8. Soit n e N*. Comme z # 1, on a :

[1-2n 1+
<
11 -z 11— 2|

donc |D,| = par inégalité triangulaire et |z| =1 d’ou :
g g




On a alors tout n e N :

0 < |Dptp-1(x)| < Un-1(x) et 0 < |Dyuy,(x)] < —|un(x)
z

2
11— z| 11—

Or, la série Y., u,(z) converge d’aprés la question 1. avec p = 1.
On en déduit par comparaison que :

les séries ZDnun_l (z) et ZDnun(:U) sont absolument convergentes.
n n

I1.9. Pour tout x e R*, on a :
+00 +00 +00
Y Dy (tn-1(2) = up(2)) = . Dypupi(x) = Y. Dpuy(x)  (ces deux séries convergent)
n=1 n=1 n=1

+o00 +00 +0o
= Z Dypqun(x) - Z Dypu, () = Dyug(x) + Z(DnH - Dp)u,(x)
n=0 n=1 n=1

OT‘ +0o T +00 r
=1x —a®+ > z”n—'x" =y n—'(zx)”
0! = n —nl

Ainsi :

iwum(@ () = So (o).

Soit x € R:. Comme la série ¥,,51 Dy (tn-1(2) —u,(z)) converge absolument (par comparaison puisque
pour tout n € N*, | D, (uy-1(x) — un(2))| < [Dptin-1 ()| + [Dpun(z)|), on a par inégalité triangulaire :
+00

,1(0)1 € 2 Dul i1 (0) = 10 (2)] € T2y 2 it (0) = )

n=1

En utilisant les variations de la suite (u,(z)), obtenues a la question 3., on a :

2 LtIJ + 00
|1 (2)] € 1 > (un(@) —una(2)) + 3, (Unoa(2) - un(x)))
-2\ n=[ts]+1
2 . ,
- T Uy, | () = uo () +up, | () = lim un () par télescopage
< —

=0 (tg série convergente)

d’ou :

AM,

S, < )
| ,1(2"E)| |1—Z‘

On a donc pour tout = >0 :
STJ(ZI) < 4 Mx

zrer | |1 -z arer’

Sr1(zx
Par la question 7. et le théoréme de limite par encadrement, on en déduit que lim % =0d’ou:

Sri(zx)= o (a"e").

—+00




I1.10. Soit x € R. On a (toutes les séries en jeu convergent d’aprés 1.) :

S sl -2 5 ety - X0 (S ).

k=0n=1 " k=0
si¢n=1 |p sipn
O nyk np =
& Z({ ) {11 5@, siém#1 {O sinon.
A1n51 : ) . .
p- toonr n p- " oonr n p- " D
3 5.a(6h0) = 3 o (T 5 (St 0 5 L <5, ).
k=0 n=1 T k=0 n=1 0 k=0 (=1 ( ?)!
pln ——— In N—
=p :U

p—-1
Pour tout réel z, y_ S,1(&Fz) = pS,.,(z).
k=0

Comme I'énoncé H,; est valide, on a S,1(z) ~ a"e®.
x

—+00
De plus, pour tout k€ [[1,p—1]], [€¥] = 1 et & # 1 donc d’aprés la question 9., S,.;(&*x) = 0 (z7e®).
On en déduit par somme finie que :

p-1
Spp(T) = rl(l’) + 1 Zsrl(ka) = —37 e’ + .0 (z"e®) ~ lx’"e”g.

T—>+oo

Ainsi :

I'énoncé H, , est valide.

ITI.11. % Soit cht” une série entiére de rayon de convergence R > 0.
On note f sa somme.
On sait qu’en tant que somme d’une série entiére, f est de classe € sur |- R, R[ et on a pour tout

te]-R,R[ :

+o00

f(t) = Jrzozoncnt"’1 et f(t) =) n(n-1)c,t" >
n=1

n=2
On a donc pour tout t €] - R, R :

+00 +00 +00 +00 +00
tf"(t) - f(t) = Z n=1)c,t" ™ =Y cpt™ = Y (n+ D)ncpat™ = Y cpt™ = Y (n+ D)ncpat” = Y ct”
n=0 n=1 n=0 n=0 n=0
= Z((n + 1)nc,q —cp)t".
n=0

Ainsi :
f solution de (E) sur |- R, R[ < VteR, tf"(t)- f(t)=0
< Vie]-R,R[, Y ((n+1)ncnp —c,)t" =0
n=0

< VneN, (n+1)ncy1-¢,=0
CTL

=0et VneN" ¢ = ——.

On a de plus f/(0) =1 si et seulement si ¢; = 1.

Par récurrence, on montre que I'unique suite (¢, ),y vérifiant toutes ces conditions est la suite définie
n

“al(n =D ()
x Posons ¢y = 0 et pour tout n e N*, ¢, ( |)2
n!

par ¢g = 0 et pour tout n e N*, ¢,
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— Pour tout neN*, ona0<¢,=——— donc cn= O (—)
nl(n 1)‘ n—+oo TL‘

Or, la série entiere Z — a pour rayon de convergence +oo.

On en déduit que la serle entiére Z c,t" a un rayon de convergence R supérieur ou égal a +oo
donc R = +oo0.

— Comme R > 0, par les équivalences établies au premier point, comme (¢, ),y Vvérifie toutes
les conditions établies, la fonction f somme de la série entiere cht" est solution de (FE) sur
]-R,R[=Ret f'(0)=1.

On a ainsi prouvé :

il existe une unique fonction f: R — R, développable en série entiére sur R, solution de (F) sur R
+o00 n
et qui vérifie f/(0) =1, c’est f:t+ > ( ')zt"
n=1 \TV:

IT1.12. En utilisant la formule de Stirling, on obtient :

cn_ n/m(2n)!
Lo (nh)2/nde
n 27T(2n)( )Qn
. A
e () e
B n3/2m22nn2ne2n

2mn3/2n2ne2ngn

=1.

Ainsi :

1 vn 10
Cn ~ —= .
n—+oo /7 (2n)!

IT1.13. On sait que :
(i) Yns1€n2™ a pour rayon de convergence +oo (question 11.),
(ii) ¢, >0 pour tout n > 1,
(i) ¢, ~ \/1_(2{),4” (d’aprés la question 12.),

donc d’apreés le lemme de comparaison asymptotique des séries entiéres, on a :
+00 +00 1 /277/
— no nin
f(t) = n;ant e Z 4"

(2n) o _ 1
zmzl @) Vo™=

t1/4
9 1/2, 2Vt _ 2Vt
( Vi) 2ﬁ€

51/2,2(2\/5)

t—>+oo R /271' 2

en utilisant la validité de Hy o et le fait que lim 2/t = +oo0.

t—+o0

t1/4

e2Vi
t—>+oo 2\/_ )

f()
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