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Exercice 1 : Solutions développables en série entière d'une équation différen-
tielle (CCINP 2019)

Q1. Comme la fonction f est la somme d'une série entière, elle est de classe C∞ (et donc en particulier
de classe C 2) sur son intervalle ouvert de convergence ] − r, r[ et on peut dériver terme à terme sur
] − r, r[. Ainsi :

∀x ∈]−r, r[, f ′(x) =
+∞

∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞

∑
n=0

(n+1)an+1x
n et f ′′(x) =

+∞

∑
n=2

n(n−1)anx
n−2 =

+∞

∑
n=0

(n+2)(n+1)an+2x
n.

On en déduit que f ′ et f ′′ sont développables en série entière sur ] − r, r[.
De plus, d'après le cours, les séries entières dé�nissant f, f ′ et f ′′ ont le même rayon de convergence
c'est-à-dire r.

Q2. Pour tout x ∈] − r, r[, on a :

x2(1 − x)f ′′(x) − x(1 + x)f ′(x) + f(x) = x2(1 − x)
+∞

∑
n=2

n(n − 1)anx
n−2 − x(1 + x)

+∞

∑
n=1

nanx
n−1 +

+∞

∑
n=0

anx
n

=
+∞

∑
n=2

n(n − 1)anx
n −

+∞

∑
n=2

n(n − 1)anx
n+1 −

+∞

∑
n=1

nanx
n −

+∞

∑
n=1

nanx
n+1 +

+∞

∑
n=0

anx
n

=
+∞

∑
n=2

n(n − 1)anx
n −

+∞

∑
n=3

(n − 1)(n − 2)an−1x
n −

+∞

∑
n=1

nanx
n −

+∞

∑
n=2

(n − 1)an−1x
n +

+∞

∑
n=0

anx
n

(changements d'indices)

=
+∞

∑
n=2

n(n − 1)anx
n − (

+∞

∑
n=2

(n − 1)(n − 2)an−1x
n − 0) − (a1x +

+∞

∑
n=2

nanx
n)

−
+∞

∑
n=2

(n − 1)an−1x
n + (a0 + a1x +

+∞

∑
n=2

anx
n)

= a0 + a1x − a1x +
+∞

∑
n=2

(n(n − 1)an − (n − 1)(n − 2)an−1 − nan − (n − 1)an−1 + an)x
n

= a0 +
+∞

∑
n=2

(n − 1)2(an − an−1)x
n.

Ainsi :
en posant pour tout n ⩾ 2, bn = (n − 1)2, on a bien pour tout x ∈] − r, r[,

x2(1 − x)f ′′(x) − x(1 + x)f ′(x) + f(x) = a0 +
+∞

∑
n=2

bn(an − an−1)x
n.

Q3. On a les équivalences suivantes :

f est solution de (E) sur ] − r, r[⇐⇒ ∀x ∈] − r, r[, x2(1 − x)f ′′(x) − x(1 + x)f ′(x) + f(x) = 0

⇐⇒ ∀x ∈] − r, r[, a0 +
+∞

∑
n=2

(n − 1)2(an − an−1)x
n = 0

(⋆)

⇐⇒{
a0 = 0
∀n ⩾ 2, (n − 1)2(an − an−1) = 0

⇐⇒ {
a0 = 0
∀n ⩾ 2, an = an−1 ( car (n − 1)2 ≠ 0)
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(⋆) Par unicité des c÷�cients du développement en série entière (r > 0) car pour tout x ∈] − r, r[,

0 =
+∞

∑
n=0

0xn. On en déduit que :

f est solution de (E) sur ] − r, r[ si et seulement si a0 = 0 et pour tout n ∈ N∗, an+1 = an.

Q4. On suppose que f est solution de (E) sur ] − r, r[.
D'après la question précédente, la suite (an) est stationnaire à partir du rang 1 donc en posant
a1 = λ ∈ R, on a pour tout n ∈ N∗, an = λ et a0 = 0.

On en déduit que la fonction f est la fonction x↦
+∞

∑
n=1

λxn.

On sait que la série entière ∑
n⩾1

xn a pour rayon de convergence 1 et on a pour tout x ∈] − 1,1[,

+∞

∑
n=1

xn =
+∞

∑
n=0

xn − 1 =
1

1 − x
− 1 =

x

1 − x
(série géométrique).

Si λ = 0 alors on a clairement r = +∞ et pour tout x ∈ R, f(x) = 0.
Si λ ≠ 0 alors on a r = 1 et pour tout x ∈] − 1,1[, f(x) = λ

x

1 − x
.

Dans les deux cas, on a bien :

r ⩾ 1 et pour tout x ∈] − 1,1[, f(x) =
λx

1 − x
.

Q5. Réciproquement, pour λ ∈ R, on considère la fonction g dé�nie par : ∀x ∈] − 1,1[, g(x) =
λx

1 − x
.

On sait que la fonction x ↦
1

1 − x
est développable en série entière sur ] − 1,1[ et on a pour tout

x ∈] − 1,1[,
1

1 − x
=
+∞

∑
n=0

xn.

On en déduit que g est développable en série entière et on a pour tout x ∈] − 1,1[ :

g(x) = λx
+∞

∑
n=0

xn =
+∞

∑
n=0

λxn+1 =
+∞

∑
n=1

λxn.

D'après l'équivalence établie à la question ??, g est solution de (E) sur ] − 1,1[.
Pour véri�er que g est solution de (E) sur ] − 1,1[, on peut aussi véri�er l'équation par le calcul.

On a pour tout x ∈] − 1,1[, g(x) = −λ +
λ

1 − x
, g′(x) =

λ

(1 − x)2
et g′′(x) =

2λ

(1 − x)3
d'où :

x2(1 − x)g′′(x) − x(1 + x)g′(x) + g(x) =
2λx2

(1 − x)2
−
λx(1 + x)

(1 − x)2
+

λx

1 − x
=
λx2 − λx + λx(1 − x)

(1 − x)2
= 0.

Si λ ∈ R alors g ∶ x↦
λx

1 − x
est une solution de (E) sur ] − 1,1[ développable en série entière.

Conclusion : par analyse-synthèse, on a ainsi prouvé que les solutions de (E) développables en série
entière sont les fonctions x↦ λx

1−x , qui seront solutions de (E) sur ] − 1,1[ (R dans le cas λ = 0).

Exercice 2 - Endomorphisme cyclique (CCINP PC 2023)

Partie I - Étude d'un premier exemple

Q6. Avec v = (1,0), on a f(v) = (4,1).
La famille (v, f(v)) est une famille libre de R2 (car constituée de deux vecteurs non colinéaires), de cardinal
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2 = dim(R2) donc c'est une base de R2.
On en déduit que :

f est un endomorphisme cyclique de R2.

Q7. Notons C = (e1, e2) la base canonique de R2.

La matrice de f dans la base C est la matrice A = (
4 −2
1 1

).

Le polynôme caractéristique de A est χA =X2 − tr(A)X + det(A) =X2 − 5X + 6 = (X − 2)(X − 3).
On en déduit que Sp(A) = {2,3}.
Les valeurs propres 2 et 3 sont de multiplicité 1 donc les sous-espaces propres associés sont de dimension 1
(car la dimension du sous-espace propre est supérieure à 1 et inférieure à la multiplicité de la valeur propre
correspondante).

On constate de plus que la somme des c÷�cients sur chaque ligne de A vaut 2 donc A(
1
1
) = 2(

1
1
).

Ainsi, ((
1
1
)) est une famille libre (car constituée d'un seul vecteur non nul) de E2(A), de cardinal 1 avec

1 = dim(E2(A)) donc c'est une base de E2(A).

On a A − 3I2 = (
1 −2
1 −2

) et on constate que (A − 3I2)(
2
1
) = (

0
0
).

Ainsi, on prouve de même que ((
2
1
)) est une base de E3(A).

Comme A est la matrice de f dans la base C , f a les mêmes valeurs propres de A et les sous-espaces propres
sont reliés par les relations vectoriel/matriciel dans la base C . Ainsi :

les valeurs propres de f sont 2 et 3, ((1,1)) est une base de E2(f) et ((2,1)) est une base de E3(f).

Q8. Posons w = (1,1). On sait par ce qui précède que f(w) = 2w donc la famille (w,f(w)) est liée et n'est
donc pas une base de R2.
Ainsi :

il existe un vecteur w ∈ R2 non nul tel que la famille (w,f(w)) ne soit pas une base de R2.

Partie II - Étude d'un deuxième exemple

Q9. On a M2 =
⎛
⎜
⎝

2 −1 1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞
⎟
⎠
et M + 2I3 =

⎛
⎜
⎝

2 −1 1
−1 2 −1
1 −1 2

⎞
⎟
⎠
donc M2 =M + 2I3.

Comme M est la matrice de g dans une base de R3, on en déduit que :

g2 = g + 2IdR3 .

Q10. La matrice M est symétrique à c÷�cients réels donc M est diagonalisable.
Posons P =X2 −X − 2. On a P (M) =M2 −M − 2I3 = 03 donc P est un polynôme annulateur de M .
On en déduit que les valeurs propres de M sont des racines de P .
Comme P = (X + 1)(X − 2), on a donc Sp(M) ⊂ {−1,2}.
Le polynôme P est un polynôme annulateur de M , scindé à racines simples, ce qui donne une nouvelle preuve
de la diagonalisabilité de M .
Étudions si le réel −1 est une valeur propre de M .

On a M + I3 =
⎛
⎜
⎝

1 −1 1
−1 1 −1
1 −1 1

⎞
⎟
⎠
qui est de rang 1 car C2 = −C1, C3 = C1 et C1 ≠ 03,1.

Comme rg(M + I3) ≠ 3, on en déduit que −1 ∈ SpM et par le théorème du rang, on a

dim(E−1) = dim(Ker(M + I3)) = 3 − 1 = 2.
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Comme M est diagonalisable, son polynôme caractéristique est scindé et la multiplicité de chaque valeur
propre est égale à la dimension de son sous-espace propre.
On en déduit que −1 est une valeur propre de multiplicité 2.
Comme χM est de degré 3, il y a nécessairement une autre valeur propre donc 2 est aussi une valeur propre
de M .
On en déduit que :

les valeurs propres de M sont −1 et 2.

Q11. Soit v ∈ R3.
La famille (v, g(v), g2(v)) est liée car d'après la question 9, g2(v) = g(v) + 2v.
Il n'existe donc pas de vecteur v de R3 tel que la famille (v, g(v), g2(v)) soit une base de R3.
Ainsi :

l'endomorphisme g n'est pas cyclique.

Partie III - Étude d'un troisième exemple

Q12. Soit P ∈ Rn[X]. On a deg(P (X + 1)) = deg(P (X)) ⩽ n.
En tant que combinaison linéaire de vecteurs de Rn[X], ∆(P ) ∈ Rn[X].
Montrons que ∆ est une application linéaire.
Soit (P,Q) ∈ (Rn[X])

2
. Soit (λ,µ) ∈ R2. On a :

∆(λP +µQ) = (λP +µQ)(X+1)−(λP +µQ)(X) = λP (X+1)+µQ(X+1)−λP (X)−µQ(X) = λ∆(P )+µ∆(Q).

On en déduit que :
∆ est un endomorphisme de Rn[X].

Q13. Soit k ∈ J0, nK.
Si k = 0 alors ∆(1) = 1 − 1 = 0.
Si k ⩾ 1 alors en utilisant le binôme de Newton, on obtient :

∆ (Xk) = (X + 1)k −Xk =
k

∑
i=0

(
k

i
)X i −Xk =

k−1

∑
i=0

(
k

i
)X i.

∆(1) = 0 et pour tout k ∈ J1, nK, ∆(Xk) =
k−1

∑
i=0

(
k

i
)X i.

Q14. Notons que d'après l'expression précédente, pour tout k ∈ J1, nK, deg(∆(Xk)) = k−1 car (
k

k − 1
) = k ≠ 0.

Soit P ∈ Rn[X] un polynôme non constant.
Notons d ⩾ 1 son degré et P = α0 + α1X +⋯ + αdXd (on a en particulier αd ≠ 0).
Par linéarité de ∆, on a ∆(P ) = α0∆(1) + α1∆(X) +⋯ + αd∆(Xd) = α1∆(X) +⋯ + αd∆(Xd).
Comme pour tout k ∈ J1, nK, deg(∆(Xk)) = k − 1, on a deg(α1∆(X) + ⋯ + αd−1∆(Xd−1)) ⩽ d − 2 et
deg(αd∆(Xd)) = d − 1 puisque αd ≠ 0.
Ainsi, deg(∆(P )) = d − 1.

Si P ∈ Rn[X] est un polynôme non constant, alors deg(∆(P )) = deg(P ) − 1.

Q15. Considérons le vecteur Xn.
Par Q14, la famille (Xn,∆(Xn),∆2(Xn),⋯,∆n(Xn)) est une famille de polynômes de degrés échelonnés de
n à 0. C'est donc une famille libre de n + 1 vecteurs de Rn[X], qui est de dimension n + 1, donc c'est une
base de Rn[X].
Ainsi :

l'endomorphisme ∆ est cyclique.
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Partie IV - Cas d'un endomorphisme diagonalisable

Q16. Soit p ∈ N∗.
Soit k ∈ J1, nK. Comme vk est un vecteur propre de h associé à la valeur propre λk, on a h(vk) = λkvk.
Par le cours, on sait alors que si P est un polynôme de C[X], on a P (h)(vk) = P (λk)vk.
En appliquant ceci avec P =Xp, on obtient que hp(vk) = λ

p
kvk.

Or, comme v = α1v1 +⋯ + αnvn, on a par linéarité de hp :

hp(v) = α1h
p(v1) +⋯ + αnh

p(vn).

En remplaçant par l'égalité obtenue pour hp(v1), . . . , hp(vn), on en déduit que :

hp(v) = α1λ
p
1v1 +⋯ + αnλ

p
n(vn).

Q17. On a M atB(v) =
⎛
⎜
⎝

α1

⋮

αn

⎞
⎟
⎠
et par la question 16, pour tout p ∈ J1, n − 1K, M atB(hp(v)) =

⎛
⎜
⎝

α1λ
p
1

⋮

αnλ
p
n

⎞
⎟
⎠
.

On en déduit que :

detB(F ) =

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

α1 α1λ1 ⋯ α1λn−1
1

α2 α2λ2 ⋯ α2λn−1
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

αn αnλn ⋯ αnλn−1
n

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

= α1 . . . αn

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

1 λ1 ⋯ λn−1
1

1 λ2 ⋯ λn−1
2

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

1 λn ⋯ λn−1
n

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

par linéarité du déterminant par rapport à chaque ligne.
On reconnaît alors le déterminant de Vandermonde V (λ1, . . . , λn) (éventuellement en transposant si la dé�-
nition a été donnée dans l'autre sens, une matrice et sa transposée ayant le même déterminant).
Comme V (λ1, . . . , λn) = ∏

1⩽i<j⩽n

(λj − λi), on en déduit le résultat souhaité :

detB(F ) = α1 . . . αn ∏
1⩽i<j⩽n

(λj − λi).

Q18. ⋆ Si h admet n valeurs propres distinctes alors pour tout (i, j) ∈ J1, nK avec i ≠ j, on a λi ≠ λj (car
tous les sous-espaces propres sont de dimension 1 donc deux vecteurs propres de la famille B ne peuvent pas
être associés à la même valeur propre, sinon B serait une famille liée).
On en déduit que ∏

1⩽i<j⩽n

(λj − λi) ≠ 0.

En prenant par exemple v = v1 +⋯ + vn, on a alors par la question précédente detB(F ) = ∏
1⩽i<j⩽n

(λj − λi) ≠ 0

donc la famille F est une base de E.
On en déduit que l'endomorphisme h est cyclique.
⋆ Si h est cyclique alors il existe v ∈ E tel que la famille F soit une base de E et donc véri�ant detB(F ) ≠ 0.
On a alors nécessairement ∏

1⩽i<j⩽n

(λj − λi) ≠ 0 par la question précédente donc pour tout (i, j) ∈ J1, nK2 avec

i < j, on a λj ≠ λi.
On en déduit que h admet n valeurs propres distinctes.

h est cyclique si et seulement s'il admet n valeurs propres distinctes.

Exercice 3 : Étude de séries entières (E3A PC 2018)

Q19. On reconnaît la suite des sommes partielles de la série harmonique ∑
n⩾1

1

n
qui est une série divergente

à termes positifs.
Ainsi :

lim
n→+∞

hn = +∞.
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Soit n ∈ N∗. On a pour tout k ∈ J1, nK, 0 ⩽
1

k
⩽ 1 donc par somme : 0 ⩽

n

∑
k=1

1

k
⩽

n

∑
k=1

1 = n.

Ainsi :
pour tout n ∈ N∗, 0 ⩽ hn ⩽ n.

Q20. D'après la question précédente, on a hn = O(n) donc R(∑
n⩾1

hnx
n) ⩾ R(∑

n⩾1

nxn).

Or, on sait que R(∑
n⩾1

n1xn) = 1.

Donc R(∑
n⩾1

hnx
n) ⩾ 1.

De plus, par la question précédente, lim
n→+∞

hn = +∞.

Comme (hn1n) ne converge pas vers 0, on a 1 ⩾ R(∑
n⩾1

hnx
n).

Ainsi :

R(∑
n⩾1

hnx
n) = 1.

Q21. On a par le cours :

R(∑
n⩾1

1

n2
xn) = R(∑

n⩾1

n−2xn) = 1 et R(∑
n⩾1

hn

n
xn) = R(∑

n⩾1

n ×
hn

n
xn) = R(∑

n⩾1

hnx
n) = 1

R(∑
n⩾1

1

n2
xn) = 1 et R(∑

n⩾1

hn

n
xn) = 1.

Q22. On sait que pour tout x ∈] − 1,1[, ln(1 + x) =
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
xn

donc g(x) = ln(1 − x) =
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
(−x)n = −

+∞

∑
n=1

xn

n
(puisque −x ∈] − 1,1[).

Pour tout x ∈] − 1,1[, g(x) = −
+∞

∑
n=1

xn

n
.

Q23. Les fonctions x↦ ln(1−x) et x↦
1

1 − x
sont développables en série entière sur ]−1,1[ donc par produit

de Cauchy, la fonction G est développable en série entière sur ] − 1,1[ et on a pour tout x ∈] − 1,1[ :

G(x) = ln(1 − x) ×
1

1 − x
= −(

+∞

∑
n=1

1

n
xn)(

+∞

∑
n=0

xn) = (
+∞

∑
n=0

anx
n)(

+∞

∑
n=0

bnx
n)

où on a posé an =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

0 si n = 0

−1/n si n > 0
et bn = 1 pour tout n ∈ N.

On a alors pour tout x ∈] − 1,1[, G(x) =
+∞

∑
n=0

cnx
n où pour tout n ∈ N, cn =

n

∑
k=0

akbn−k c'est-à-dire c0 = 0

et pour tout n ∈ N∗, cn = −
n

∑
k=1

1

k
= −hn.

Ainsi :

pour tout x ∈] − 1,1[, G(x) = −
+∞

∑
n=1

hnx
n = −H(x).

Q24. Notons que la fonction L est bien dé�nie car H est continue sur l'intervalle ]−1,1[ en tant que somme
d'une série entière de rayon de convergence égal à 1.
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La fonction L est une primitive de H et H = −G ∶ x ↦
−1

1 − x
²
g′(x)

× ln(1 − x)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

g(x)

sur ] − 1,1[ donc il existe

K ∈ R tel que pour tout x ∈] − 1,1[, L(x) =
1

2
(ln(1 − x))

2
+K.

Comme L(0) = 0, on obtient K = 0.
Ainsi :

pour tout x ∈] − 1,1[, L(x) =
1

2
(g(x))

2
.

Q25. En tant que primitive d'une fonction développable en série entière sur ]− 1,1[, L est développable en
série entière sur ] − 1,1[ et on a pour tout x ∈] − 1,1[ (par intégration terme à terme sur un segment
inclus dans l'intervalle ouvert de convergence) :

L(x) = L(x) −L(0) = ∫
x

0
H(t)dt = ∫

x

0

+∞

∑
n=1

hnt
ndt =

+∞

∑
n=1

hn

n + 1
xn+1.

Pour tout x ∈] − 1,1[, L(x) =
+∞

∑
n=1

hn

n + 1
xn+1.

Q26. On a donc pour tout x ∈] − 1,1[ :

(T − S)(x) =
+∞

∑
n=1

hn

n
xn −

+∞

∑
n=1

1

n2
xn =

+∞

∑
n=1

nhn − 1

n2
xn

=
+∞

∑
n=2

nhn − 1

n2
xn =

+∞

∑
n=2

hn−1

n
xn (car h1 = 1 et pour n ⩾ 2, nhn − 1 = n(hn−1 +

1

n
) − 1 = nhn−1)

=
+∞

∑
j=1

hj

j + 1
xj+1 (en posant j = n − 1)

= L(x).

T − S = L.

Q27. Pour tout u ∈] − 1,1[, ln(1 − u) = −
+∞

∑
n=1

un

n
, donc pour tout u ∈] − 1,1[∖{0} :

φ(u) =
ln(1 − u)

u
= −

+∞

∑
n=1

un−1

n
= −

+∞

∑
n=0

un

n + 1
.

Cette égalité est encore valable pour u = 0 (on a posé φ(0) = −1).
Ainsi :

la fonction φ est développable en série entière sur ] − 1,1[ et pour tout u ∈] − 1,1[, φ(u) = −
+∞

∑
n=0

un

n + 1
.

Q28. Comme [0, y] est un segment inclus dans l'intervalle ouvert de convergence, on peut intégrer terme à
terme :

∫

y

0
φ(u)du = ∫

y

0
−
+∞

∑
n=0

un

n + 1
du = −

+∞

∑
n=0
∫

y

0

un

n + 1
du = −

+∞

∑
n=0

yn+1

(n + 1)2
= −S(y) (en changeant de variable).

On a donc bien :

∫

y

0
φ(u)du = −S(y).
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Q29. La fonction u ↦
ln(1 − u)

u
est continue sur ]0,1[ et prolongeable par continuité en 0 (puisqu'elle

coïncide sur ]0,1[ avec la fonction φ, qui est continue sur [0,1[ puisque développable en série entière
sur ] − 1,1[).

Ainsi, pour tout y ∈]0,1[, l'intégrale ∫
y

0

ln(1 − u)

u
du converge et on a ∫

y

0

ln(1 − u)

u
du = −S(y).

Montrons que la fonction S est dé�nie et continue sur [0,1].

Pour tout n ∈ N∗, la fonction fn ∶ x↦
1

n2
xn est continue sur [0,1].

Soit n ∈ N∗. On a pour tout x ∈ [0,1], ∣fn(x)∣ ⩽
1

n2
donc 0 ⩽ ∥fn∥

[0,1]
∞ ⩽

1

n2
.

Or, la série ∑
n⩾1

1

n2
converge (série de Riemann avec 2 > 1).

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série ∑
n⩾1

∥fn∥
[0,1]
∞ converge c'est-à-dire que la série

de fonctions ∑
n⩾1

fn converge normalement et donc uniformément sur [0,1].

Ainsi, la fonction S =
+∞

∑
n=1

fn est dé�nie et continue sur [0,1].

On a donc par continuité de S en 1, lim
y→1

S(y) = S(1) =
+∞

∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Ainsi, lim
y→1
∫

y

0

ln(1 − u)

u
du = −

π2

6
∈ R.

On en déduit que :

l'intégrale ∫
1

0

ln(1 − u)

u
du converge et ∫

1

0

ln(1 − u)

u
du = −

π2

6
.

Q30. Pour tout y ∈]0,1[, 1 − y ∈]0,1[ donc d'après la question 28, on a :

S(1 − y) = −∫
1−y

0

ln(1 − u)

u
du.

Posons le changement de variable a�ne t = 1 − u. On a aussi u = 1 − t et du = −dt.
Comme l'intégrale dé�nissant S(1 − y) converge, on obtient :

S(1 − y) = −∫
y

1

ln(t)

1 − t
(−dt) = ∫

y

1

ln(t)

1 − t
dt.

Posons pour tout t ∈]0, y], u(t) = ln t et v(t) = − ln(1 − t).

Alors u et v sont de classe C 1 sur ]0, y] et pour tout t ∈]0, y[, u′(t) =
1

t
, v′(t) =

1

1 − t
.

u(t)v(t) = − ln(1 + (t − 1)) ln(1 − t) ∼
t→1
(1 − t) ln(1 − t) →

t→1
0 par croissances comparées (en composant

avec 1 − t →
t→1

0).

En�n, l'intégrale dé�nissant S(1 − y) converge donc on peut intégrer par parties et :

S(1 − y) = [− ln(t) ln(1 − t)]
y
1 + ∫

y

1

ln(1 − t)

t
dt

= − ln(y) ln(1 − y) − ∫
1

0

ln(1 − t)

t
dt + ∫

y

0

ln(1 − t)

t
dt

= − ln(y) ln(1 − y) +
π2

6
− S(y) (d'après les questions 28 et 29).

On a donc bien :
π2

6
= S(y) + S(1 − y) + ln(y) ln(1 − y).
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Q31. D'après la question 26, on a T (1/2) = S(1/2) +L(1/2).

Or, d'après la question 24, on a L(1/2) =
(ln(1/2))2

2
et, d'après la question 30 avec y = 1/2, on a

2S(1/2) =
π2

6
− (ln(1/2))2 donc S(1/2) =

π2

12
−
(ln(1/2))2

2
.

On a donc :

T (1/2) =
π2

12
.

Exercice 4 : Intégrale de Gauss

Q32. La fonction x↦ e−nx
2 est continue sur [0,+∞[.

En utilisant le changement de variable x =
1
√
n
t (licite car changement de variable a�ne), on obtient que

les intégrales ∫
+∞

0
e−nx

2

dx et ∫
+∞

0
e−t

2 1
√
n
dt sont de même nature, et de même valeur en cas de convergence.

Comme on a admis que l'intégrale ∫
+∞

0
e−t

2

dt converge, on obtient par linéarité que l'intégrale ∫
+∞

0
e−t

2 1
√
n
dt

converge également et on a de plus :

∫

+∞

0
e−t

2 1
√
n
dt =

1
√
n
∫

+∞

0
e−t

2

dt.

On obtient ainsi que :

l'intégrale ∫
+∞

0
e−nx

2

dx converge et ∫
+∞

0
e−nx

2

dx =
1
√
n
∫

+∞

0
e−t

2

dt.

Q33. Notons que l'intégrale ∫
1

0
(1 − x2)n dx est une intégrale � ordinaire � car la fonction x↦ (1 − x2)n est

continue sur le segment [0,1].
En utilisant le changement de variable x = sin θ (licite car θ ↦ sin θ est de classe C 1 sur [0, π/2], de dérivée
θ ↦ cos θ), on obtient :

∫

1

0
(1 − x2)n dx = ∫

π/2

0
(1 − sin2 θ)n cos θdθ = ∫

π/2

0
cos2n+1 θdθ.

Ainsi :

∫

1

0
(1 − x2)n dx =W2n+1.

Q34. La fonction x↦
1

(1 + x2)n
est continue sur [0,+∞[.

Avec le changement de variable x = tan θ (licite car θ ↦ tan θ est de classe C 1 et strictement croissante sur

[0, π/2[ , de dérivée θ ↦
1

cos2 θ
), on obtient que les intégrales ∫

+∞

0

dx

(1 + x2)n
et ∫

π/2

0

1

(1 + tan2 θ)n
1

cos2 θ
dθ

sont de même nature, et en cas de convergence de même valeur.
Or, pour tout θ ∈ [0, π/2[, on a :

1

(1 + tan2 θ)n
1

cos2 θ
= (cos2 θ)n

1

cos2 θ
= (cos θ)2n−2.

La fonction θ ↦ (cos θ)2n−2 est continue sur le segment [0, π/2] donc l'intégrale ∫
π/2

0

1

(1 + tan2 θ)n
1

cos2 θ
dθ

converge.
On en déduit que :

l'intégrale ∫
+∞

0

dx
(1 + x2)n

converge et ∫
+∞

0

dx
(1 + x2)n

=W2n−2.

9



Q35. La fonction exponentielle est convexe (car elle est deux fois dérivable, de dérivée seconde positive) donc
sa courbe représentative se situe au-dessus de sa tangente en 0 qui a pour équation y = x + 1.
On en déduit que :

pour tout réel u, on a eu ⩾ 1 + u.

Q36. Soit u ∈ R.
D'après la question 35 appliquée en −u, on a pour u ⩽ 1 :

0 ⩽ 1 − u ⩽ e−u donc (1 − u)n ⩽ e−nu

par croissance de la fonction x↦ xn sur R+.
D'après la question 35 appliquée en u, on a pour u > −1 :

0 < 1 + u ⩽ eu donc e−nu ⩽
1

(1 + u)n

par décroissance de la fonction x↦ x−n =
1

xn
sur R∗+.

Ainsi :
(1 − u)n ⩽ e−nu si u ⩽ 1

e−nu ⩽
1

(1 + u)n
si u > −1.

Q37. Pour tout x ∈ [0,1], on a u = x2 ⩽ 1 donc d'après la question 36, (1 − x2)n ⩽ e−nx
2 .

Par croissance de l'intégrale (0 ⩽ 1), on en déduit que :

∫

1

0
(1 − x2)n dx ⩽ ∫

1

0
e−nx

2

dx puis ∫
1

0
e−nx

2

dx ⩽ ∫
1

0
e−nx

2

dx + ∫
+∞

1
e−nx

2

dx

(par positivité de l'intégrale (convergente) car pour tout x ∈ [1,+∞[, exp(−nx2) ⩾ 0).

Pour tout x ∈ [0,+∞[, on a u = x2 > −1, donc d'après la question 36, e−nx
2

⩽
1

(1 + x2)n
donc par croissance de

l'intégrale (les deux intégrales en jeu convergent) :

∫

+∞

0
e−nx

2

dx ⩽ ∫
+∞

0

dx

(1 + x2)n
.

Ainsi :

∫

1

0
(1 − x2)n dx ⩽ ∫

+∞

0
e−nx

2

dx ⩽ ∫
+∞

0

dx

(1 + x2)n
.

Q38. En utilisant les questions 32, 33 et 34, les inégalités obtenues en question 37 deviennent :

W2n+1 ⩽
1
√
n
∫

+∞

0
e−t

2

dt ⩽W2n−2.

On admet que Wn ∼
+∞

√
π

2n
donc W2n+1 ∼

+∞

√
π

2(2n + 1)
∼
+∞

√
π

2
√
n
(suite extraite) donc lim

n→+∞

√
nW2n+1 =

√
π

2

et de même, lim
n→+∞

√
nW2n−2 =

√
π

2
.

Par passage à la limite dans les inégalités ci-dessus après multiplication par
√
n, on obtient :

√
π

2
⩽ ∫

+∞

0
e−t

2

dt ⩽
√
π

2
.

On en déduit la valeur de l'intégrale de Gauss :

∫

+∞

0
e−t

2

dt =

√
π

2
.
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Q39. Soit a ∈]0,+∞[. La fonction t↦ e−at
2 est continue sur R.

En utilisant le changement de variable x =
√
at (licite car changement de variable a�ne) dans l'intégrale

convergente ∫
+∞

0
e−x

2

dx, on obtient que l'intégrale ∫
+∞

0
e−at

2√
a dt converge et a même valeur.

Comme
√
a ≠ 0, on en déduit que ∫

+∞

0
e−at

2

dt converge et on a par linéarité :

∫

+∞

0
e−at

2

dt =
1
√
a
∫

+∞

0
e−at

2√
a dt =

1
√
a

√
π

2
.

De plus, comme la fonction t↦ e−at
2 est paire, par le changement de variable u = −t, on obtient que l'intégrale

∫

0

−∞
e−at

2

dt est de même nature que l'intégrale ∫
+∞

0
e−at

2

dt, elle est donc convergente, et elle a la même

valeur.
On en déduit que l'intégrale ∫

+∞

−∞
e−at

2

dt converge et on a :

∫

+∞

−∞
e−at

2

dt = ∫
0

−∞
e−at

2

dt + ∫
+∞

0
e−at

2

dt = 2∫
+∞

0
e−at

2

dt =

√
π

a
.

L'intégrale ∫
+∞

−∞
e−at

2

dt converge et a pour valeur
√

π

a
.
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