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EXERCICE 1 : SOLUTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE D’UNE EQUATION DIFFEREN-
TIELLE (CCINP 2019)

Q1.

Q2.

Q3.

Comme la fonction f est la somme d’une série entiére, elle est de classe > (et donc en particulier
de classe €?) sur son intervalle ouvert de convergence | —r,r[ et on peut dériver terme a terme sur
] —r,r[. Alnsi :

Vo el-r,r[, f'(z) = Y naa™t = Y (n+l)agaz” et f"(x) = Y n(n-1)a,z" > =) (n+2)(n+1)a,. 02",
n=1 n=0 n=2 n=0

On en déduit que f’ et f” sont développables en série entiére sur | —r,r[.
De plus, d’aprés le cours, les séries entiéres définissant f, f’ et f” ont le méme rayon de convergence
c’est-a-~dire r.

Pour tout x €] —r,r[, on a :

?(1-2)f"(z) —z(1+2)f'(z) + f(z) = 2*(1 - x) +Z:o;)n(n ~1Da,z" % —2(1+2) inanx”‘l + Zanx”

= Z n(n—-1)a,x" - Z n(n-1)a,z™" - Z na,z" - Z na,x™ + Z apx"
n=2 n=2 n=1 n=1 n=0

+oo +00 +00 +00 +00
=Y n(n-1)a,z" - > (n-1)(n-2)a,12" - Y. na,a™ = Y (n-1)a,.13" + Y a,a”
n=2 n=3 n=1 n=2 n=0

(changements d’indices)

= +Zozn(n -1Daya™ - (io(n -1)(n-2)ap12" - O) - (alx + Jio nan:ﬁ")

n=2 n=2
+00 +o00
- Z(n - 1Da,_12™ + (ao +a T + Z anx")
n=2 n=2
+00
=ap+a1x—aT + Z (n(n -Da,-(n-1)(n-2)a,-1 —na, — (n—1)a,_1 + an)xn
n=2

+00
=qag+ Z(n ~1)?*(ap — apy)x™.
n=2

Ainsi :

en posant pour tout n > 2, b, = (n—1)2, on a bien pour tout z €] —r,r|,

2(1-2)f"(z) -zl +2)f'(z) + f(z) = ap + zbn(an —Qy1)x".

On a les équivalences suivantes :

f est solution de (E) sur | -r,r[ <= Vo e]-r,r[, 22(1-2)f"(2) -2(1 +2)f'(z) + f(z) =0

+o00

<= Vre]l-rr[,a+ Y (n-1)*(a, - an1)z" =0
n=2
© [ =0
Vnz2 (n-1)%(a,—a,1)=0
— ao =0
Yn 22 a,=a, (car (n—-1)2%0)
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(x) Par unicité des ceefficients du développement en série entiére (r > 0) car pour tout x €] —r,r[,

+00
0= Z 0z". On en déduit que :
n=0

f est solution de (E) sur | —r,r[ si et seulement si ag = 0 et pour tout n € N*, a,,1 = a,.

Q4. On suppose que f est solution de (E) sur | -r,r[.
D’aprés la question précédente, la suite (a,) est stationnaire a partir du rang 1 donc en posant
a1 = A€ R, on a pour tout n € N*, a,, = X et ag =0.
+00
On en déduit que la fonction f est la fonction x Z Ax™.
n=1
On sait que la série entiére Zx” a pour rayon de convergence 1 et on a pour tout x €] - 1,1[,
n>1

+00 +00 1 T
n _ n _ 1 — _ 1 — A1 A ’t ] R
nz—:l x nz_%x - - (série géométrique)

Si A =0 alors on a clairement r = +o0 et pour tout z € R, f(x)=0.
Si A#0 alors on a r =1 et pour tout x €] - 1,1[, f(z) = Ali'
-z

Dans les deux cas, on a bien :

A
r> 1 et pour tout x €] - 1,1[, f(z) = 1 v
-
Q5. Réciproquement, pour A € R, on considére la fonction g définie par : Yz €] -1,1[, g(z) = T
—x

On sait que la fonction x — est développable en série entiére sur | — 1,1[ et on a pour tout

1 +00
vel- 1,1, — = S am
1-11f 2%
On en déduit que g est développable en série entiére et on a pour tout z €] —1,1[ :

-

g(z) =z fx” = f DY f Az
n=0 n=0 n=1

D’aprés I’équivalence établie a la question 7?7, g est solution de (E) sur | -1, 1][.
Pour vérifier que g est solution de (E) sur | -1, 1[, on peut aussi vérifier I’équation par le calcul.

On a pour tout z €] —1,1[, g(x) = -\ + ﬁ, g'(z) = ﬁ et g"(x) = ﬁ d’ont :

2222 Xx(l+z) Az A -dr+dr(l-z)

G-22 (-2 "122°  (1-ap 0

2*(1-2)g"(2) —2(1+2)g () + g(z) =

AT

est une solution de (E) sur ] - 1,1[ développable en série entiére.

SideRalors g:x 7

Conclusion : par analyse-synthése, on a ainsi prouvé que les solutions de (E) développables en série

enticre sont les fonctions x — 2L, qui seront solutions de (E) sur ]-1,1[ (R dans le cas A=0).

EXERCICE 2 - ENDOMORPHISME CYCLIQUE (CCINP PC 2023)

PARTIE I - ETUDE D’UN PREMIER EXEMPLE

Q6. Avec v =(1,0), on a f(v) = (4,1).
La famille (v, f(v)) est une famille libre de R? (car constituée de deux vecteurs non colinéaires), de cardinal



2 = dim(R?) donc c¢’est une base de R2.
On en déduit que :

’ f est un endomorphisme cyclique de R?. ‘

Q7. Notons € = (e, e3) la base canonique de R2.

4 -2

1 1

Le polynéme caractéristique de A est x4 = X2 —tr(A)X +det(A) = X2-5X +6= (X -2)(X -3).

On en déduit que Sp(A) = {2,3}.

Les valeurs propres 2 et 3 sont de multiplicité 1 donc les sous-espaces propres associés sont de dimension 1
(car la dimension du sous-espace propre est supérieure a 1 et inférieure a la multiplicité de la valeur propre
correspondante).

La matrice de f dans la base € est la matrice A =

1 1
On constate de plus que la somme des coefficients sur chaque ligne de A vaut 2 donc A (1) =2 (1)

Alinsi, 1 est une famille libre (car constituée d’un seul vecteur non nul) de F3(A), de cardinal 1 avec
1 =dim(E5(A)) donc c¢’est une base de Ey(A).
Ona A-3= (1 :;) et on constate que (A - 315) (i) = (8)

Ainsi, on prouve de méme que est une base de F3(A).

2
1
Comme A est la matrice de f dans la base &, f a les mémes valeurs propres de A et les sous-espaces propres
sont reliés par les relations vectoriel /matriciel dans la base €. Ainsi :

les valeurs propres de f sont 2 et 3, ((1,1)) est une base de Ey(f) et ((2,1)) est une base de Es(f).

Q8. Posons w = (1,1). On sait par ce qui précéde que f(w) = 2w donc la famille (w, f(w)) est lice et n’est
donc pas une base de R2.
Ainsi :

il existe un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R2.

PARTIE II - ETUDE D’UN DEUXIEME EXEMPLE

2 -1 1 2 -1 1
Q9.0naM?=[-1 2 -1]letM+2l3=|-1 2 -1|donc M?2=M +2I;.
1 -1 2 1 -1 2

Comme M est la matrice de g dans une base de R3, on en déduit que :

g2 =g+ 2IdR3.

Q10. La matrice M est symétrique a coefficients réels donc ’M est diagonalisable.

Posons P=X2-X-2. Ona P(M)=M?- M -2I5 =03 donc P est un polynéme annulateur de M.

On en déduit que les valeurs propres de M sont des racines de P.

Comme P = (X +1)(X -2), on a donc Sp(M) c {-1,2}.

Le polynome P est un polynome annulateur de M, scindé a racines simples, ce qui donne une nouvelle preuve
de la diagonalisabilité de M.

Etudions si le réel —1 est une valeur propre de M.

1 -1 1
OnaM+I3=|-1 1 -1]|quiestderang]l car Cy=-C}, C3=C) et C) #03;.
1 -1 1

Comme rg(M + I3) # 3, on en déduit que —1 € SpM et par le théoréme du rang, on a

dim(E_;) =dim(Ker(M +13)) =3-1=2.

3



Comme M est diagonalisable, son polynome caractéristique est scindé et la multiplicité de chaque valeur
propre est égale a la dimension de son sous-espace propre.

On en déduit que —1 est une valeur propre de multiplicité 2.

Comme Yy, est de degré 3, il y a nécessairement une autre valeur propre donc 2 est aussi une valeur propre
de M.

On en déduit que :

lles valeurs propres de M sont —1 et 2.‘

Q11. Soit v € R3.

La famille (v, g(v),g%(v)) est liée car d’aprés la question 9, ¢g?(v) = g(v) + 2v.

Il n’existe donc pas de vecteur v de R3 tel que la famille (v, g(v), g?(v)) soit une base de R3.
Ainsi :

I’endomorphisme g n’est pas Cyclique.‘

PARTIE III - ETUDE D’UN TROISIEME EXEMPLE

Q12. Soit P eR,[X]. On a deg(P(X +1)) =deg(P(X)) <n.
En tant que combinaison linéaire de vecteurs de R,,[X ], A(P) e R,[X].
Montrons que A est une application linéaire.

Soit, (P,Q) € (R,[X])". Soit (A, ) e R% On a :
AMP+Q) = NP+pQ) (X +1)=(AP+Q)(X) = AP(X+1)+pQ(X +1)~AP(X)~pQ(X) = AA(P)+A(Q).

On en déduit que :

A est un endomorphisme de R, [X].

Q13. Soit k € [0,n].
Sik=0alors A(1)=1-1=0.
Si k> 1 alors en utilisant le bindome de Newton, on obtient :

A(XF)=(X+1)F-XF= zkj (k)X - Xk = kzl (k)X

i=0 \? i=0 \1

k-1
A(1) =0 et pour tout k € [1,n], A(X*) =" (k)XZ
i=0 \?

k
Q14. Notons que d’aprés 'expression précédente, pour tout k € [1,n], deg(A(X*)) = k-1 car (k 1) =k %0.

Soit P € R,[X] un polynéme non constant.

Notons d > 1 son degré et P =g+ a1 X +-++agX? (on a en particulier oy # 0).

Par linéarité de A, on a A(P) = agA(1) + g A(X) + - + agA(X?) = g A(X) + - + agA(X9).

Comme pour tout k € [1,n], deg(A(X*)) = k-1, on a deg(aiA(X) + - + ag 1 A(XTY)) < d -2 et
deg(aA(X?)) =d -1 puisque ag # 0.

Ainsi, deg(A(P)) =d - 1.

Si P e R,[X] est un polynome non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) - 1.

Q15. Considérons le vecteur X".

Par Q14, la famille (X", A(X"), A2(X"),---, A?(X™)) est une famille de polynomes de degrés échelonnés de
n a 0. C’est donc une famille libre de n + 1 vecteurs de R,[X], qui est de dimension n + 1, donc c¢’est une
base de R,[X].

Ainsi :

I’endomorphisme A est cyclique.‘




PARTIE IV - CAS D’UN ENDOMORPHISME DIAGONALISABLE

Q16. Soit p € N*.

Soit k € [1,n]. Comme vy est un vecteur propre de h associé a la valeur propre A, on a h(vg) = A\gvy.
Par le cours, on sait alors que si P est un polynéme de C[X ], on a P(h)(vg) = P(Ax)vg.

En appliquant ceci avec P = X?, on obtient que h?(vy) = N vy

Or, comme v = aqv1 + -+ + U, On a par linéarité de h? :

hP(v) = arh?(v1) + -+ + @, hP (vy,).

En remplacant par I’égalité obtenue pour hP(vy),...,h?(v,), on en déduit que :

hP(v) = ag Moy + -+ @, AL (vy,).

aq Oél)\zl)
Q17. On a A atz(v) =| : | et par la question 16, pour tout p € [1,n— 1], AZ atx(h?(v)) =
(7% an)\fl
On en déduit que :
o Oél>\1 Oél)\?_l 1 )\1 /\?_1
n-1 n-1
dety(F) = | 02 022 @A g, | P e M
Ap QpAy o ap AL D W Vo

par linéarité du déterminant par rapport a chaque ligne.
On reconnait alors le déterminant de Vandermonde V(A1,...,\,) (éventuellement en transposant si la défi-
nition a été donnée dans I'autre sens, une matrice et sa transposée ayant le méme déterminant).

Comme V(Aq,...,\,) = H (Aj — A;), on en déduit le résultat souhaité :

1<i<j<n

det@(ﬂ) =071...0p, H ()\J - >\z)

1<i<j<n

Q18. « Si h admet n valeurs propres distinctes alors pour tout (4,7) € [1,n] avec ¢ # j, on a A; # A; (car
tous les sous-espaces propres sont de dimension 1 donc deux vecteurs propres de la famille % ne peuvent pas
étre associés a la méme valeur propre, sinon 4 serait une famille liée).

On en déduit que [] (Aj-\;) #0.
1<i<jsn
En prenant par exemple v = vy + -+ + v, on a alors par la question précédente dety(F) = (A -X)#0
1<i<j<n
donc la famille .# est une base de F. !
On en déduit que I'endomorphisme h est cyclique.
* Si h est cyclique alors il existe v € E tel que la famille .% soit une base de E et donc vérifiant det »(.%) # 0.

On a alors nécessairement [] ()\; - ;) # 0 par la question précédente donc pour tout (4,7) € [1,n]? avec
1<i<j<n

1<j,ona %\

On en déduit que h admet n valeurs propres distinctes.

h est cyclique si et seulement s’il admet n valeurs propres distinctes.

EXERCICE 3 : ETUDE DE SERIES ENTIERES (E3A PC 2018)

. . . L . . L
Q19. On reconnait la suite des sommes partielles de la série harmonique Z — qui est une série divergente
nx1
a termes positifs.

Ainsi :

lim A, = +oo.

n—+oo




znjlzn

k=1

?vl»—‘

n
< 1 donc par somme : 0 < Z
k=1

S

Soit n € N*. On a pour tout k € [1,n], 0 <

Ainsi :

’pour tout n € N*, OShHSn.‘

>1

nz

Q20. D’aprés la question précédente, on a h,, = O(n) donc R(Z hnx") > R(Z nx”)
n>1

Or, on sait que R(Z nlx") = 1.

n>1

Donc R(Z hnx”) >1
nxl
De plus, par la question précédente, lim h,, = +oo.

n—+oo

Comme (h, 1) ne converge pas vers 0, on a 1 > R(Z hna:”).

n>1

R ( D hnx”) =
nxl

Ainsi :

Q21. On a par le cours :

R(Z ix")zR(Zn%“)zl et R(Z @xn) :R(an%x”):R(Zhnx"):l

nz1 n2 nz1 nx1 n nx1 nz1
R —x"|=1et R | =1
(7; n2 ) (n?l n )
( 1)n+1
Q22. On sait que pour tout z €] - 1,1[, In(1 + z) Z
2 (~1)m 1)n+1 o n
donc g(z) =In(1-z) = Z (-z)" =-> — (puisque -z €] - 1,1[).

n

n=1

’I’L

Pour tout x €] - 1,1[, g(x) = - Z—
n=1 1

Q23. Les fonctions x — In(1-x) et z — sont développables en série entiére sur |-1, 1[ donc par produit

-
de Cauchy, la fonction G est développable en série entiére sur | - 1,1[ et on a pour tout z €] -1,1] :

G’(z):ln(l—x)xll _ (fl )(Zx):(ganx")(gbnx")

- n=1 n
0 sin=0
ol on a posé a, = ) et b, =1 pour tout n € N.
-1/n sin>0
+o00
On a alors pour tout z €] -1,1[, G(z) = Z cpx™ ol pour tout n €N, ¢, = Z abn—p Cest-a-dire ¢y = 0
. n=0 k=0
et pour tout n € N*, ¢, Z—
ik
Ainsi :

+00
pour tout z €] - 1,1[, G(z) = - ) hya™ = -H(x).
n=1

Q24. Notons que la fonction L est bien définie car H est continue sur Iintervalle | -1, 1[ en tant que somme
d’une série entiére de rayon de convergence égal a 1.
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Q25.

Q26.

Q27.

Q28.

xIn(1-z) sur | - 1,1[ donc il existe
—_——
9(z)

La fonction L est une primitive de H et H = -G : x —

—
g'(z)

1
K €R tel que pour tout x €] -1,1[, L(z) = §(ln(1 - x))2 + K

Comme L(0) =0, on obtient K =0.
Ainsi :

pour tout x €] - 1,1[, L(x) = %(g(m))2

En tant que primitive d’une fonction développable en série entiére sur | -1, 1[, L est développable en
série entiére sur | — 1,1[ et on a pour tout x €] — 1, 1[ (par intégration terme a terme sur un segment
inclus dans l'intervalle ouvert de convergence) :

x x +oo +00 h
L(:z:):L(:):)—L(O):fO H(t)dtz/o > hat"dt = Y, gt
n=1 n=1
- h n+1

Pour tout x €] - 1,1[, L(z) = Z 17
‘n

On a donc pour tout z €] - 1,1 :

+ooh +c><>1 N +oonhn_1 "
(I'-5)(z) = Z—x - St =)
n=1T n=1 n
+00o hn—l +00o hn— 1
= Zn "= Z Lyn (car hy =1 et pour n>2, nh,-1=n(hp1+—)-1=nh,)
n=2 n n=2 N n
+00 h )
=> —22/*"  (en posant j=n-1)
aJ+l
= L(z)
T-5=0L.
Pour tout w €] -1,1[, In(1-u) = - u_’ donc pour tout u €] —1,1[~{0} :
n=1 1
In(1-w) K unt X oun
=T T T

Cette égalité est encore valable pour u =0 (on a posé ¢(0) = -1).

Ainsi :
too  ym
la fonction ¢ est développable en série entiére sur | -1, 1[ et pour tout we]—1,1[, p(u) = - Z T
n+

Comme [0,y] est un segment inclus dans I'intervalle ouvert de convergence, on peut intégrer terme a
terme :

+00 n +00 n +00 n+1
/(; o(u)du = f HZ% = _T;}foy Y du=- > (ny+ OE =-S(y) (en changeant de variable).

n+1 o

On a donc bien :

[ etwydu=-5(y).




Q29.

Q30.

In(1-u)

La fonction u ~ est continue sur ]0,1[ et prolongeable par continuité en 0 (puisqu’elle

u
coincide sur )0, 1[ avec la fonction ¢, qui est continue sur [0, 1[ puisque développable en série entiére

sur |- 1,1[).
vIn(1l-u)

v In(l-
du converge et on a / n(—u)du
u
Montrons que la fonction S est définie et continue sur [0,1].

Ainsi, pour tout y €]0, 1[, intégrale /
0 0 u

==5(y).

Pour tout n € N*, la fonction f,, : 2 = — 2" est continue sur [0, 1].
n

1
Soit n € N*. On a pour tout z € [0,1], |fu(#)] < — donc 0 < | £l oM < —.
n n
1
Or, la série — converge (série de Riemann avec 2> 1).

n=1

. e 1l L. L. 0,1 N -
Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Z I fn|\£o ] converge c’est-a-dire que la série

nx1
de fonctions )’ f, converge normalement et donc uniformément sur [0,1].
nxl
+00
Ainsi, la fonction S'= ) f, est définie et continue sur [0,1].
n=1 o 1 7r2
On a donc par continuité de S en 1, hm S(y)=95(1) = Z =%
In(1 2
Ainsi, lim M TR
y=>1Jo u 6
On en déduit que :
Hn(1 - Hn(1 2
I'intégrale / udu converge et f M —%.
0 u

Pour tout y €]0,1[, 1 -y €]0,1[ donc d’aprés la question 28, on a :

S(1-y) z—‘/oly Mdu.

u

Posons le changement de variable affine t =1 -wu. On a aussi u=1-t et du = —dt.
Comme l'intégrale définissant S(1 —y) converge, on obtient :

S(1-y) /‘ ln(t)( at) - /‘ ln(t)

Posons pour tout ¢ €]0,y], u(t) =Int et v(t) = —In(1 -t).

Alors u et v sont de classe € sur ]0,y] et pour tout ¢ €]0,y[, w'(t) = %, V() = %

u(t)v(t) ==In(1+ (t-1))In(1-1¢) 5 (1-t)In(1-1¢) e 0 par croissances comparées (en composant
avec 1 -t — 0).

Enfin, I'intégrale définissant S(1—y) converge donc on peut intégrer par parties et :

S(1-y)=[-In(t)In(1-t)]) + /y Mdt
1
1 _ _
:—ln(y)ln(l_y)_f Mdt_}_[ywdt
0 t 0 t
2
=-In(y)In(1-y) + % -S(y) (d’apres les questions 28 et 29).

On a donc bien :

%2 =S(y) +S(1-y) +In(y) In(1 - y).




Q31. D’aprés la question 26, on a T'(1/2) = S(1/2) + L(1/2).

(In(1/2))
2

Or, d’apreés la question 24, on a L(1/2) = et, d’aprés la question 30 avec y = 1/2, on a

25(1/2) = %2 - (In(1/2))* donc S(1/2) = 7{—2 - w

On a donc :

2

T(1/2) = %

EXERCICE 4 : INTEGRALE DE GAUSS

Q32. La fonction 2 = e™*” est continue sur [0, +oo[.

En utilisant le changement de variable z = Tt (licite car changement de variable affine), on obtient que
n
+
les intégrales / 2% 4 et f — dt sont de méme nature, et de méme valeur en cas de convergence.
0
+00 1
Comme on a admis que 'intégrale / dt converge, on obtient par linéarité que I'intégrale f e’ \/_ dt
0 0 n

converge également et on a de plus :

+00 9 1
et dt =
/o NG f

On obtient ainsi que :

+oo 2 +oo 2 1 +oo 2
'intégrale f e ™" dx converge et / e da = NG / et
0 0 n Jo

1
Q33. Notons que l'intégrale f (1 -2?)" dx est une intégrale « ordinaire » car la fonction x + (1 -22)" est

continue sur le segment [0,1].
En utilisant le changement de variable x = sin 6 (licite car 6 — sin6 est de classe € sur [0,7/2], de dérivée
0 — cosf), on obtient :

1 w/2 /2
f (1-2*)"dx = [ (1 -sin?0)" cosfdl = [ cos?™"1 6do.
0 0 0

Ainsi :

1
‘/0 (1_$2)n diL‘ZWQTH.l.

1
Q34. La fonction x » ————— est continue sur [0, +oo].
(1+a2)n
Avec le changement de variable = = tan (licite car 6 — tan est de classe € et strictement croissante sur
e 1 . _y T da /2 1 1
[0,7/2[, de dérivée 6 — m), on obtient que les intégrales /o o) et /0 L+ tan? )7 0020 de
sont de méme nature, et en cas de convergence de méme valeur.
Or, pour tout # € [0,7/2[, on a :
1 1 1
)" — i 2n—2'
(1+tan?6)™ cos? 0 = (cos™0) cos? (cosf)
La fonction 6 — (cos0)20-2 est conti 1 ¢ [0,7/2] done Pinté 1/7#2 L L0
a fonction 6 — (cosf)?"=2 est continue sur le segmen T onc l'intégrale
8 ’ & o (1+tan?6)" cos?6
converge.
On en déduit que :
teodx dx
'inté 1/ —_— t/ ——— = Wa,0.
intégrale | T+ 22y converge e L+ 22y on—-2




Q35. La fonction exponentielle est convexe (car elle est deux fois dérivable, de dérivée seconde positive) donc
sa courbe représentative se situe au-dessus de sa tangente en 0 qui a pour équation y =z + 1.
On en déduit que :

’pour tout réel u, on a e* > 1+ u‘

Q36. Soit u e R.
D’aprés la question 35 appliquée en —u, on a pour u <1 :

0<l-u<e™ donc (1-u)"<e™

par croissance de la fonction x — 2™ sur R,.
D’aprés la question 35 appliquée en u, on a pour u > —1 :

1
0<l+u<e" donc e™ < ———
(1+u)"
par décroissance de la fonction z — 27" = — sur R}.
x
Ainsi :
(1-u)"<e™ siugl
1 .
g siu>-1.
(1+u)

Q37. Pour tout x € [0,1], on a u = 22 < 1 donc d’aprés la question 36, (1 - z2)" < e™n2”,
Par croissance de I'intégrale (0 < 1), on en déduit que :

1 T, T, T, too
[ (1-2*)"dx < / e ™ dx puis [ e dr < [ e " dx+[ e ™ do
0 0 0 0 1

(par positivité de l'intégrale (convergente) car pour tout x € [1, +oo[, exp(—na?) > 0).

TL.ZEQ

Pour tout x € [0, +oo[, on a u = 22 > -1, donc d’aprés la question 36, e~ donc par croissance de

S (L+a2)n
'intégrale (les deux intégrales en jeu convergent) :

+o00 9 +o00 dfl}'
[ e " dxé[ _—
0 o (L+ax?)n

1 +00 9 +00 d
f (1—x2)”dw<f e " d$</ S
0 0 o (1+z2)n

Q38. En utilisant les questions 32, 33 et 34, les inégalités obtenues en question 37 deviennent :

Ainsi :

1 +o00
Wans1 < % ‘/0 e dt < Wy .

On admet que W, S /% donc Wa,i1 o 2(2§+ D) ol 2\\//_7% (suite extraite) donc lim /nWa,, = ﬁ

n—>+00 2
VT

et de méme, lim /nWs, o = ~——.
n—>+oo 2

Par passage a la limite dans les inégalités ci-dessus aprés multiplication par \/n, on obtient :
+00
ﬁs[ et < YT
2 0 2

On en déduit la valeur de l'intégrale de Gauss :




Q39. Soit a €]0, +oo[. La fonction t — e=9t* est continue sur R.

En utilisant le changement de variable = = \/at (licite car changement de variable affine) dans I'intégrale
+00

+00
2 . L at? R
convergente f e dx, on obtient que l'intégrale / e " \/a dt converge et a méme valeur.
0 0

+00
Comme +/a # 0, on en déduit que f e dt converge et on a par linéarité :
0

+00 1 +00 1 T
/ et qt = — f e\ Ja dt = —£
0 Va Jo va 2
De plus, comme la fonction ¢ - e~ est paire, par le changement de variable u = —t, on obtient que I’intégrale
0 +o00
f e % dt est de méme nature que l'intégrale f emat’ dt, elle est donc convergente, et elle a la méme
—00 0

valeur. e
On en déduit que I'intégrale f e dt converge et on a :

—00

+00 0 +00 +oo
f e~ dt = f e~ dt + f e dt = 2 / e~ ¢ = \/f
oo —oo 0 0 a

+00 T
L’intégrale / e’ qt converge et a pour valeur \/j
a

— 00
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