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Eléments de correction

1. La matrice p1q est une matrice de Hadamard d'ordre 1.

La matrice H2 �
�
1 �1

1 1

�
est une matrice de Hadamard d'ordre 2 car 1?

2
H2 est orthogonale.

2. Soit H une matrice de Hadamard. Je note L1, � � � , Ln les lignes de H et C1, � � � , Cn ses colonnes.


 Soit i P rr1, nss. Notons H 1 la matrice obtenue par multiplication la ligne Li par �1. Ses

coe�cients appartiennent à t�1, 1u. cours : une matrice est

orthogonale si et seule-

ment ses lignes forment une

BON

La matrice 1?
n
H est orthogonale donc ses lignes

�
1?
n
L1, � � � , 1?

n
Li, � � � , 1?

n
Ln

	
forment une

base orthonormée de Rn pour le produit scalaire euclidien usuel. Par conséquent, la famille�
1?
n
L1, � � � , �1?

n
Li, � � � , 1?

n
Ln

	
forment une base orthonormée de Rn donc la matrice 1?

n
H 1

est orthogonale donc H 1 est une matrice de Hadamard.


 Soit pi, jq P rr1, nss2. Notons H2 la matrice obtenue en échangeant les lignes Li et Lj de H. Les

coe�cients de H2 sont encore dans t�1, 1u.
Les lignes de 1?

n
H2,

�
1?
n
L1, � � � , 1?

n
Lj , � � � , 1?

n
Li, � � � ,

?
nLn

	
forment encore une base or-

thonormée donc 1?
n
H2 est une matrice orthogonale donc H2 est une matrice de Hadamard.


 Pour obtenir les résultats analogues sur les colonnes, on peut faire les même raisonnements

en utilisant qu'une matrice est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une base

orthonormée de Mn,1pRq. On peut aussi remarquer que H est une matrice de Hadamard

si et seulement si HT est une matrice de Hadamard (car 1?
n
H P Opnq si et seulement si

1?
n
HT P Opnq).

3. Pour chaque colonne j de H, si h1j � �1, je multiplie la colonne j par �1. On obtient alors une

matrice de Hadamard d'après la question précédente dont les coe�cients de la première ligne sont

tous égaux à 1.

Supposons que H est une matrice de Hadamard d'ordre n, dont les coe�cients de la première ligne

sont égaux à 1. On a HHT � nIn car 1?
n
H est orthogonale.

Donc le coe�cient situé sur la première ligne et deuxième colonne de HHT vaut 0 :

0 � rnIns1,2 �
�
HHT

�
1,2

� L1L
T
2 �

ņ

k�1

h1,kh2,k �
ņ

k�1

h2,k car h1,k � 1

La somme des coe�cients sur la ligne 2 de H est donc nulle ; il y a autant de coe�cients égaux à 1

que de coe�cients égaux à �1 sur les n coe�cients de la ligne 2, donc n est pair.

4. Soit H une matrice de Hadamard d'ordre n ¥ 4.

Commençons par justi�er ce qui est demandé :

d'après la question précédente, on peut construire une matrice H 1 à partir de H dont les coe�cients

de la première ligne sont tous égaux à 1.

On a vu aussi à la question précédente, que la somme des coe�cients de la deuxième ligne vaut 0 :

il y a n{2 coe�cients égaux à 1 et n{2 coe�cients égaux à �1. Alors en échangeant les colonnes

de H 1, on peut regrouper les coe�cients de la ligne 2, égaux 1 et ceux égaux à �1 pour obtenir

une matrice H2 de Hadamard d'après la question 2, dont la première ligne est constituée de 1 et la

deuxième composée de n{2 coe�cients égaux à 1 puis n{2 coe�cients égaux à �1.

Supposons maintenant que la première ligne de H est constituée de 1 et la deuxième composée de

n{2 coe�cients égaux à 1 puis n{2 coe�cients égaux à �1.

On a HHT � nIn donc en regardant les coe�cients des lignes 1 et 2 de la colonne 3 :

#
0 � rnIns1,3 �

�
HHT

�
1,3

� L1L
T
3 � °n

k�1 h1,kh3,k �
°n

k�1 h3,k

0 � rnIns2,3 �
�
HHT

�
2,3

� L2L
T
3 � °n

k�1 h2,kh3,k �
°n{2

k�1 h3,k �
°n

k�n{2�1 h3,k

1



En notant, S1 �
n{2̧

k�1

h3,k et S2 �
ņ

k�n{2�1

h3,k, on a donc S1�S2 � 0 et S1�S2 � 0 d'où S1 � S2 � 0.

Par conséquent, parmi les n{2 premiers coe�cients de la ligne 3 de H, il y a autant de coe�cients

égaux 1 que de coe�cients égaux à -1 donc n{2 est pair, et par conséquent, n est un multiple de 4.

5. f est un endomorphisme symétrique (le programme o�ciel utilise maintenant le vocabulaire au-

toadjoint) donc d'après le théorème spectral, il existe une base orthonormée de Rn, constituée de

vecteurs propres de f .

6. La famille pek, � � � , enq est libre car orthonormée donc dimpTkq � n� k � 1.

De plus, Sk � Tk � Rn, donc dim pSk � Tkq ¤ n.

On a alors par la formule de Grassman

dim pSk X Tkq � dimpSkqlooomooon
�k

� dimpTkqlooomooon
�n�k�1

� dim pSk � Tkqlooooooomooooooon
¤n

¥ 1 d'où Sk X Tk � t0u

7. Soit x P Sk X Tk tel que }x} � 1.

On décompose x dans Vect pek, � � � , enq : x �
ņ

i�k

xiei.

La famille pek, � � � , enq étant orthonormée, on a 1 � }x}2 �
ņ

i�k

x2
i .

De plus, par bilinéarité du produit scalaire : calcul classique à connaître

px, fpxqq �
�

ņ

i�k

xiei,
ņ

j�k

xjfpejq
�
�

¸
k¤i,j¤n

xixj pei, fpejqqloooomoooon
�pei,λjejq

�
¸

k¤i,j¤n

xixjλj pei, ejqloomoon
�δi,j

�
ņ

i�k

x2
i λiloomoon

¥λk

¥ λk

ņ

i�k

x2
i � λk

Par conséquent,

max
xPSk,}x}�1

px, fpxqq ¥ λk

8. D'après la question précédente, pour tout S P πk, max
xPS,}x}�1

px, fpxqq ¥ λk donc

min
SPπk

�
max

xPS,}x}�1
px, fpxqq



¥ λk

De plus, pour S � Vectpe1, � � � , ekq, pour tout x P S, tel que }x} � 1, par un calcul analogue à la

question précédente, en décomposant x �
ķ

i�1

xiei, on a :

px, fpxqq �
ķ

i�1

x2
iλi ¤

ķ

i�1

x2
iλk � λk}x}2 � λk

Par conséquent :

pour S � Vectpe1, � � � , ekq P πk, max
xPS,}x}�1

px, fpxqq ¤ λk

D'où

min
SPπk

�
max

xPS,}x}�1
px, fpxqq



¤ λk

Conclusion :

λk � min
SPπk

�
max

xPS,}x}�1
px, fpxqq
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9. Supposons M symétrique positive. D'après le théorème spectral, il existe D matrice diagonale de

MnpRq et P P Opnq tel que M � PDPT � PDP�1. question très classique à sa-

voir faireNotons λ1, � � � , λn les coe�cients diagonaux de D, qui sont positifs car M est supposée positive.

Je pose ∆ � diag
�?

λ1, � � � ,
?
λn

�
matrice diagonale dont les coe�cients diagonaux sont

?
λi.

Et je pose B � ∆PT . On a B P MnpRq et

BTB � P∆T∆PT � P∆2PT � PDPT � M

Supposons maintenant queM est symétrique, et admet une unique valeur propre strictement positive

λ d'espace propre de dimension 1 et de vecteur propre unitaire u.

Pour établir l'existence de B P MnpRq tel que M � λu.uT �BTB il su�t d'après la première partie

de la question de montrer que N � λu.uT �M est symétrique positive. cours : N sym. positive ssi

N sym. et SppNq � R�On a NT � pλu.uT qT �MT � λu.uT �M � N donc N est symétrique (et réelle).

Montrons que SppNq � R�.
On note SppMq � tλ1, � � � , λnu avec λ1 � λ ¡ 0 et pour tout k P rr2, nss, λk ¤ 0.

On considère une base orthonormée pe1, � � � , enq de Mn,1pRq, constituée de vecteurs propres de M th. spectral appliqué à M P

SnpRqoù e1 � u et pour tout k P rr2, nss, Mek � λkek.
on remarque qu'une base

de vecteurs propres de M

est aussi une base de vec-

teurs propres de N

On a alors en utilisant Mu � λu et ek P VectpuqK pour k P rr2, nss :

Nu � 0 et @k P rr2, nss, Nek � λu. uT ekloomoon
�0

�Mek � �λkek

Donc pu, e2, � � � , enq est une base de vecteurs propres de N et SppNq � tλ,�λ2, � � � ,�λnu � R�

car λ ¡ 0 et λk ¤ 0 pour k P rr2, nss.
Conclusion : λu.uT�M est symétrique positive donc il existe B P MnpRq tel que λu.uT�M � BTB.

10. Par linéarité de la transposée PT � ITn � 1
n

�
e.eT

�T � In � 1
ne.e

T � P donc P est une matrice

symétrique.

De plus, Pe � �
In � 1

ne.e
T
�
e � e� 1

ne. eT .eloomoon
�n

� 0 donc pour tout x P Vectpeq, Px � 0. je n'ai pas eu besoin d'éta-

blir l'égalité P 2 � P dans

ma rédaction pour montrer

que P est un projecteur,

car j'ai directement calculé

Px pour x P Vectpeq puis

pour x P VectpeqK

Et pour tout x P VectpeqK, Px � x� 1
ne. eT .xloomoon

�0

� x.

On en déduit que P est la matrice (dans la base canonique de Rn) de la projection sur VectpeqK
parallèlement à Vectpeq, c'est à dire la projection orthogonale sur VectpeqK.

11. On a :

CeT �

�
�����
}x1}2 � � � }x1}2
}x2}2 � � � }x2}2
...

...

}xn}2 � � � }xn}2

�
����
 et eCT � �

CeT
�T �

�
�����
}x1}2 }x2}2 � � � }xn}2
}x1}2 }x2}2 � � � }xn}2
...

...
...

}x1}2 }x2}2 � � � }xn}2

�
����


et

MT
AMA � �

xT
i xj

�
1¤i,j¤n

donc pour tout pi, jq P rr1, nss2,

di,j � d pAi, Ajq2 � }xi � xj}2 � }xi}2 � }xj}2 � 2pxi, xjq �
�
CeT

�
i,j
� �eCT

�
i,j
� 2

�
MT

AMA

�
i,j

D'où :

D � CeT � eCT � 2MT
AMA


 On a D P ∆n donc D est symétrique et P est aussi symétrique par conséquent,

T pDqT � �1

2
PTDTPT � �1

2
PDP � T pDq
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Donc T pDq est une matrice symétrique.


 De plus, en utilisant la décomposition D � CeT � eCT � 2MT
AMA, on a :

T pDq � �1

2

�
PC eTPloomoon

�0

� Peloomoon
�0

CTP � 2PMT
AMAP

�
� PMT

AMAP �loomoon
P�PT

pMAP qTMAP

Donc pour tout X P Mn,1pRq,

XTT pDqX � XT pMAP qTMAPX � }MAPX}2 ¥ 0

Donc T pDq est positive.

 Et T pDqe � � 1

2PDPe � 0 car Pe � 0 (cf q10).

Donc T pDq P Ωn.

12. Soit A P Ωn. A est symétrique positive donc d'après la question 9, il existe B P MnpRq tel que
A � BTB.

Notons xi P Mn,1pRq les colonnes de B. Alors, on a pour tout pi, jq P rr1, nss2, ai,j � xT
i xj . On a

alors en utilisant le même calcul qu'à la question 11 :

rKpAqsi,j �
�
e.aT

�
i,j
� �a.eT �

i,j
� 2ai,j � ai,i � aj,j � 2ai,j

� }xi}2 � }xj}2 � 2pxi, xjq � }xi � xj}2 � dpAi, Ajq2

où A1, � � � , An sont les points de Rn associés aux vecteurs coordonnées x1, � � � , xn.

Donc KpAq P ∆n.

13. Pour tout A P Ωn, en utilisant Pe � 0 et eTP � pPeqT � 0 :

T �KpAq � �1

2
pPe.aTPlooomooon

�0

�Pa.eTPlooomooon
�0

�2PAP q � PAP �
�
In � 1

n
e.eT



A

�
In � 1

n
e.eT




� A� 1

n
Ae.eT � 1

n
e.eTA� 1

n2
e.eTAe.eT

� A car Ae � 0 et eTA � pAeqT � 0

Donc T �K � idΩn
.

14. Soit D une matrice à coe�cients positifs ou nuls et diagonale nulle.


 Supposons D est MDE, c'est à dire D P ∆n.

D'après la question 11, � 1
2PDP � T pDq P Ωn donc T pDq est positive.


 Supposons A � � 1
2PDP positive. Alors A P Ωn. Montrons que D P ∆n.

Remarque : j'ai naturellement envie d'écrire que � 1
2PDP � T pDq ; en admettantK�T � Id∆n

,

D � K � T pDq � KpAq avec A P Ωn, et on en déduit (Q12) D P ∆n. Mais ceci ne tient pas car

pour écrire D � K � T pDq sachant que K � T � Id∆n
, il faut savoir que D P ∆n , ce que l'on

souhaite démontrer. On va par conséquent devoir montrer que K
�� 1

2PDP
� � D.

On a A � �1

2
PDP � �1

2

�
D � 1

n
De.eT � 1

n
e.eTD � 1

n2
e.eTDe.eT



donc calcul un peu lourd, il y

a probablement une solu-

tion plus élégante et rapide

pour éviter ce calcul mais

je ne l'ai pas trouvée
@pi, jq P rr1, nss2, ai,j � �1

2

�
di,j � 1

n

ņ

k�1

pdi,k � dk,jq � 1

n2

¸
1¤k,ℓ¤n

dk,ℓ

�

et l'égalité KpAq � e.aT � a.eT � 2A donne : pour tout pi, jq P rr1, nss2,

4



rKpAqsi,j � ai,i � aj,j � 2ai,j

� �1

2

�
�di,i � dj,jloooomoooon

�0

�2di,j � 1

n

ņ

k�1

pdi,k � dk,i � dj,k � dk,j � 2di,k � 2dk,jq
�



� �1

2

�
�2di,j � 1

n

ņ

k�1

pdk,i � di,k � dj,k � dk,jq
�

� di,j car di,k � dk,i et dj,k � dk,j par symétrie de D

Donc

D � KpAq P ∆n d'après la question 12

15. Soit D une matrice symétrique à coe�cients positifs, de diagonale nulle, ayant une unique valeur

propre λ strictement positive d'espace propre Vectpeq. pour montrer que D est

MDE, il su�t de montrer

que � 1
2
PDP est positive

d'après la question précé-

dente

On utilise le résultat de la question 9 : il existe B P MnpRq, tel que D � λe.eT �BTB.

Alors pour tout X P Mn,1pRq, en utilisant XTPe.eTPX � 0 car Pe � 0 :

XTAX � �1

2

�
XTPDPX

� � �1

2

�
λXTPe.eTPX �XTPBTBPX

� � 1

2
}BPX}2 ¥ 0

Ce qui montre que A � � 1
2PDP est positive et donc que D est MDE d'après la question précédente.

16. Soit D une MDE d'ordre n. Alors pour tout i P rr1, nss, di,i � dpAi, Aiq2 � 0 donc en notant

λ1, � � � , λn les valeurs propres de D (réelles car D est symétrique) :

ņ

i�1

λi � trpDq �
ņ

i�1

di,i � 0

17. On utilise la décomposition de la question 11, D � C.eT � e.CT � 2pMAqTMA.

Pour tout x P VectpeqK, eTx � 0 et xT e � 0 d'où

xTDx � xTC.eTx� xT e.CTx� 2xT pMAqTMAx � �2}MAx}2 ¤ 0

18. On applique le théorème de Courant-Fischer démontré à la question 8, à l'endomorphisme canoni-

quement associé à D, f : x ÞÑ Dx

λn�1 � min
SPπn�1

�
max

xPS,}x}�1
px, fpxqq




Donc en prenant S � VectpeqK P πn�1 :

λn�1 ¤ max
xPVectpeqK,}x}�1

px, fpxqq

Or d'après la question précédente, pour tout x P VectpeqK, px, fpxqq � xTDx ¤ 0 d'où :

λn�1 ¤ max
xPVectpeqK,}x}�1

px, fpxqq ¤ 0

On a donc λ1 ¤ λ2 ¤ � � � ¤ λn�1 ¤ 0 et
ņ

i�1

λi � 0 (q16). D'où

λn � �
n�1̧

i�1

λi ¥ 0

Raisonnons par l'absurde et supposons λn � 0. Alors l'égalité
°n

i�1 λi � 0 avec λi ¤ 0, impliquent

λi � 0 pour tout i P rr1, nss : SppDq � t0u. Mais D est diagonalisable (car symétrique réelle), donc
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D est semblable à la matrice nulle donc D � 0 ce qui est exclu.

Par conséquent,

λn ¡ 0 et @i P rr1, n� 1ss, λi ¤ 0

19. 
 DT � pUTΛUqT � UTΛTU � UTΛU � D donc D est symétrique.


 On a pour tout pi, jq P rr1, nss2, ui,j � 1?
n
hi,j P

"
1?
n
,
�1?
n

*
.

Pour tout i, j P rr1, nss, en utilisant u1,i � u1,j � 1?
n
car les coe�cients de la première ligne de

H sont égaux à 1 ; et si i ¥ 2, λi ¤ 0 et uk,iuk,j ¤ 1
n donc uk,iλiuk,j ¥ λi

n :

di,j �
¸

1¤k,ℓ¤n

uk,i Λk,ℓloomoon
�0 si k�ℓ

uℓ,j �
ņ

k�1

uk,iλkuk,j � λ1 u1,iu1,jloomoon
�1{n

�
ņ

k�2

uk,iλiuk,jloooomoooon
¥λi{n

¥ 1

n

ņ

k�1

λi � 0

Et en remarquant que u2
k,i � 1

n

di,i �
ņ

k�1

uk,iλkuk,i � 1

n

ņ

k�1

λk � 0

Donc D est à coe�cients positifs et diagonale nulle.


 H est une matrice de Hadamard donc U � 1?
n
H est orthogonale donc D � UTΛU � U�1ΛU .

D et Λ sont semblables donc D et U ont le même polynôme caractéristique :

χD � χΛ �
n¹

i�1

pX � λiq

Donc SppDq � tλ1, � � � , λnu et λ1 d'ordre de multiplicité 1 (seule valeur propre > 0), donc

l'espace propre associé à λ1 est de dimension 1.

20. D'après la question précédente, D est symétrique à coe�cients positifs, à diagonale nulle, et ayant

une unique valeur propre strictement positive λ1, d'espace propre de dimension 1. Pour pouvoir

appliquer le résultat de la question 15, il ne reste plus qu'à véri�er que De � λ1e.

On a D � UTΛU � UT

�
���
λ1

. . .

λn

�
��
U ; d'après la formule de changement de bases, les colonnes

de UT sont des vecteurs propres de D associés aux valeurs propres λ1, � � � , λn.

Or la première colonne de UT est 1?
n

�
���
1
...

1

�
��
� 1?

n
e d'où De � λ1e.

Conclusion : la matrice D véri�e toutes les conditions de la question 15 donc D est une MDE.

21. On suit le processus de construction de la matrice D décrit au début de cette partie.

On choisit une matrice de Hadamard, dont les coe�cients de la première ligne sont égaux à 1 :

H �

�
�����

1 1 1 1

1 1 �1 �1

1 �1 1 �1

�1 1 1 �1

�
����
 et Λ �

�
�����
5 0 0 0

0 �1 0 0

0 0 �2 0

0 0 0 �2

�
����


D'après la question 20, la matrice D � 1
4H

TΛH est une MDE ; on trouve D � 1
4

�
�����
0 8 6 6

8 0 6 6

6 6 0 8

6 6 8 0

�
����
.
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