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MINES Maths 2 PC 2024

Eléments de correction

La matrice (1) est une matrice de Hadamard d’ordre 1.
1 -1
La matrice Hy = (1 ) > est, une matrice de Hadamard d’ordre 2 car %Hg est orthogonale.

Soit H une matrice de Hadamard. Je note Lq,--- , L, les lignes de H et C1,--- ,C), ses colonnes.

e Soit i € [1,n]. Notons H' la matrice obtenue par multiplication la ligne L; par —1. Ses
coefficients appartiennent a {—1,1}.
La matrice ﬁH est orthogonale donc ses lignes (ﬁLl, o =Ly, ,%Ln) forment une
base orthonormée de R™ pour le produit scalaire euclidien usuel. Par conséquent, la famille
(ﬁLl, - ,;TILL,-, - ,ﬁLn) forment une base orthonormée de R™ donc la matrice ﬁH’
est orthogonale donc H' est une matrice de Hadamard.

e Soit (i,7) € [1,n]]?. Notons H” la matrice obtenue en échangeant les lignes L, et L; de H. Les

coefficients de H” sont encore dans {—1, 1}.

Les lignes de ﬁH”, (ﬁLl, e ,ﬁLj,--- ,ﬁLi,--- ,\/ﬁLn) forment encore une base or-

thonormée donc ﬁH " est une matrice orthogonale donc H” est une matrice de Hadamard.

e Pour obtenir les résultats analogues sur les colonnes, on peut faire les méme raisonnements
en utilisant qu’une matrice est orthogonale si et seulement si ses colonnes forment une base
orthonormée de M, 1(R). On peut aussi remarquer que H est une matrice de Hadamard
si et seulement si H? est une matrice de Hadamard (car ﬁH € O(n) si et seulement si

ﬁHT e O(n)).

Pour chaque colonne j de H, si hy; = —1, je multiplie la colonne j par —1. On obtient alors une
matrice de Hadamard d’aprés la question précédente dont les coefficients de la premiére ligne sont
tous égaux a 1.

Supposons que H est une matrice de Hadamard d’ordre n, dont les coefficients de la premiére ligne
sont égaux & 1. On a HH” = nl,, car ﬁH est orthogonale.

Donc le coefficient situé sur la premiére ligne et deuxiéme colonne de HH” vaut 0 :

n n
0=[nL]),, = [HH"], , = L1135 = ) haghoy = D) hay car hyy =1
k=1 k=1
La somme des coefficients sur la ligne 2 de H est donc nulle; il y a autant de coefficients égaux a 1

que de coefficients égaux a —1 sur les n coefficients de la ligne 2, donc n est pair.

Soit H une matrice de Hadamard d’ordre n > 4.

Commencons par justifier ce qui est demandé :

d’aprés la question précédente, on peut construire une matrice H’ & partir de H dont les coefficients
de la premiére ligne sont tous égaux a 1.

On a vu aussi & la question précédente, que la somme des coefficients de la deuxiéme ligne vaut O :
il y a n/2 coefficients égaux a 1 et n/2 coefficients égaux & —1. Alors en échangeant les colonnes
de H’, on peut regrouper les coefficients de la ligne 2, égaux 1 et ceux égaux & —1 pour obtenir
une matrice H” de Hadamard d’aprés la question 2, dont la premiére ligne est constituée de 1 et la

deuxiéme composée de n/2 coefficients égaux a 1 puis n/2 coefficients égaux a —1.

Supposons maintenant que la premiére ligne de H est constituée de 1 et la deuxiéme composée de

n/2 coefficients égaux a 1 puis n/2 coefficients égaux a —1.

On a HHT = nl, donc en regardant les coefficients des lignes 1 et 2 de la colonne 3 :

n/2

0 = [nIn]l 3 = I:I'A]‘];IT]L3 = LlL?; = ZZ:l hl,khB,k = ZZ:I h37k
0= [nIn]273 = [HHT]Q,:; = L2L:7; = ZZ:l ha,khs e = k/=1 h3.x — ZZ:n/2+1 b3,

cours : une matrice est
orthogonale si et seule-
ment ses lignes forment une
BON



n/2

En notant, S; = Z hs i et So = Z hz k,onadonc S;+S5; =0et S1—53 = 0dou S; = Sy =0.
k=1

k=n/2+1
Par conséquent, parmi les n/2 premiers coefficients de la ligne 3 de H, il y a autant de coefficients

égaux 1 que de coefficients égaux a -1 donc n/2 est pair, et par conséquent, n est un multiple de 4.

f est un endomorphisme symétrique (le programme officiel utilise maintenant le vocabulaire au-
toadjoint) donc d’aprés le théoréme spectral, il existe une base orthonormée de R™, constituée de

vecteurs propres de f.

La famille (eg,--- ,e,) est libre car orthonormée donc dim(7y) =n — k + 1.
De plus, Sk + T, € R™, donc dim (S, + 1) < n.

On a alors par la formule de Grassman

dim (S N Tx) = dim(Sg) + dim(Ty) —dim (Sx + Tx) =1 dou Sp n Ty # {0}
—_— Y Y——¥

=k =n—k+1 <n

Soit x € Sy, N Ty, tel que ||zf| = 1.

n
On décompose x dans Vect (ex, -+ ,ep) : © = Z Ti€;.
i=k
n
La famille (e, --- ,e,) étant orthonormée, on a 1 = |z|? = Z z2.
i=k

De plus, par bilinéarité du produit scalaire :

(z, f(z)) = (2 Ti€i, Z ijf(%‘))
i=k

j=k

= Z Cﬂixj(ei,f(ej))

k<i,j<n

Z .’Eil'j)\j (6i76j)

k<ij<n

=(eiAje;) =0,
n
i=k Y
- =g
n
= Ag Z 5 = Mg
i=k
Par conséquent,
max  (z, f(2)) > M
z€Sk,|z|=1
D’apreés la question précédente, pour tout S € 7y, gnﬁi (z, f(z)) = A\ donc
zeS,||z|=1
min max (z, f(z > A
Semk (xeS,|rc|=1( ut ))> k
De plus, pour S = Vect(ey, - ,e), pour tout x € S, tel que |z| = 1, par un calcul analogue a la
k
question précédente, en décomposant r = Z T;€;, ON A :
i=1

k k
(2, f(@) = D) 2ih < Dy aih = Ml = M
i=1 i=1

Par conséquent :

pour S = Vect(eq, - ,ex) € g, max (z, f(z)) < Mg
zeS,|z||=1
D’ou
i a <A
mnin <me?}|§|{1 (z, f (x))> k
Conclusion :

Semy \wes,|o]=1 (@ ﬂx”)

Ar = min ( max

calcul classique & connaitre
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Supposons M symétrique positive. D’aprés le théoréme spectral, il existe D matrice diagonale de
M, (R) et P e O(n) tel que M = PDPT = PDP!.

Notons A1, -+, A, les coefficients diagonaux de D, qui sont positifs car M est supposée positive.
Je pose A = diag (v/A1,- -+ ,\/A,) matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont \/A;.

Et je pose B = APT. On a Be M,(R) et

BTB = PATAPT = PA2PT = PDPT =M

Supposons maintenant que M est symétrique, et admet une unique valeur propre strictement positive
A d’espace propre de dimension 1 et de vecteur propre unitaire u.

Pour établir 'existence de B € M,,(R) tel que M = \u.u” — BT B il suffit d’aprés la premiére partie
de la question de montrer que N = Au.u’ — M est symétrique positive.

On a N7 = Quu®)? — MT = Auu® — M = N donc N est symétrique (et réelle).

Montrons que Sp(N) c R,..

On note Sp(M) = {A1,--- , An} avec Ay = A > 0 et pour tout k € [[2,n]], Ap <0.

On considére une base orthonormée (eq,--- ,e,) de M, 1(R), constituée de vecteurs propres de M
ol e; = u et pour tout k € [2,n]], Mey = Agex.

On a alors en utilisant Mu = \u et ey € Vect(u)* pour k € [[2,n] :

Nu=0 et Vkel[2,n], Nex = Au. ule, —Mey = —A\peg
——

=0

Donc (u, ez, -+ ,e,) est une base de vecteurs propres de N et Sp(N) = {\, =Xa, - ,—\,} € Rt
car A > 0 et A\, <0 pour k € [2,n].
Conclusion : Mu.u® — M est symétrique positive donc il existe B € M,,(R) tel que \u.u’ —M = BT B,

Par linéarité de la transposée PT = IT — % (e.eT)T =1, — %e.eT = P donc P est une matrice
symétrique.
De plus, Pe = (I, — Le.e?) e = e — 2e. e’.e, =0 donc pour tout z € Vect(e), Pz = 0.

——

=N

Et pour tout z € Vect(e)t, Px =z — *e. elx =u.
n ~——
=0

On en déduit que P est la matrice (dans la base canonique de R™) de la projection sur Vect(e)t

parallélement & Vect(e), c’est & dire la projection orthogonale sur Vect(e)*.

On a:

|1 ]2 |1 ]2 (e |z
22 |22 [ e Y |2
Cel = et eCT = (C’eT)T = n

[ [ (Y a2 |z

et

T T
MAMa = (z; Ij)lsi,jén

donc pour tout (4,5) € [1,n]?,

2
Qi = d(An Ay)? = s — 25l = [l + s P = 2(iy ) = [OT], + [eCT], 2 [MIM,],

D’ou :

D =Ce" +eCT —2MI M,

¢ OnaDeA, donc D est symétrique et P est aussi symétrique par conséquent,

1 1
T7(D)' = ——PTDTPT = ——_PDP = T(D)
2 2

question trés classique a sa-

voir faire

cours : N sym. positive ssi
N sym. et Sp(N) ¢ R*

th. spectral appliqué & M €
Sn(R)

on remarque qu’une base
de vecteurs propres de M
est aussi une base de vec-

teurs propres de N

je n’ai pas eu besoin d’éta-
blir I’égalité P2 = P dans
ma rédaction pour montrer
que P est un projecteur,
car j’ai directement calculé
Px pour z € Vect{e) puis

pour z € Vect(e)t



Donc T'(D) est une matrice symétrique.

e De plus, en utilisant la décomposition D = Ce? + eCT —2Mi My, on a :

1
T(D) = -5 (PC e'P + Pe CTP—QPMXMAP) = PMIMuP = (MuP)TMuP

=0 =0 pP=pT

Donc pour tout X € M,, 1(R),
XTT(D)X = XT(MsP)" MsPX = |MAPX|?> >0

Donc T'(D) est positive.
e Et T(D)e = —3PDPe =0 car Pe =0 (cf q10).

Donc T(D) € Q,,.

12. Soit A € Q,,. A est symétrique positive donc d’aprés la question 9, il existe B € M, (R) tel que
A=DBTB.
Notons z; € M, 1(R) les colonnes de B. Alors, on a pour tout (i,7) € [1,n]?, a;; = zl'z;. On a
alors en utilisant le méme calcul qu’a la question 11 :

[K(A)]; ; = [e-a”]

i .+ [a.eT]

,J

i T 2 = aig tag g —2a;
:

= lzill® + ;]* — 2(xi, 2;5) = o — 25]* = d(A;, A;)?

ou Ay,---, A, sont les points de R™ associés aux vecteurs coordonnées x1,--- ,Z,.
Donc K(A) € A,,.
13. Pour tout A € €, en utilisant Pe =0 et el P = (Pe)l =0 :

ToK(A) = —%(Pe.aTP + Pa.e’ P—2PAP) = PAP = (In - 1e.eT> A <In - 1e.eT>
R D n n
=0 =0

1 1 1
=A— ZAecel — ZceTA+ ﬁe.eTAe.eT
n n n

=A carde=0¢ct el A= (4e)T =0

Donc T o K =idgq,,.

14. Soit D une matrice a coefficients positifs ou nuls et diagonale nulle.
e Supposons D est MDE, c’est a dire D € A,,.
D’aprés la question 11, —1 PDP = T(D) € Q,, donc T(D) est positive.

e Supposons A = —%PDP positive. Alors A € ,,. Montrons que D € A,,.
Remarque : j’ai naturellement envie d’écrire que —%PDP =T(D);en admettant KoT = Ida,,
D =KoT(D)=K(A) avec A € Q,, et on en déduit (Q12) D € A,,. Mais ceci ne tient pas car
pour écrire D = K o T'(D) sachant que K oT = Ida,,, il faut savoir que D € A,, , ce que 'on

souhaite démontrer. On va par conséquent devoir montrer que K (—%PDP) =D.

1 1 1 1 1
OnaA=—-=-PDP=—-—>-(D—-=Deel — Ze.e™D+ —e.e"De.e” | donc
2 2 n n n?

L. 1 1 & 1
V(@i,j) e [Ln]?, aij = ) <di,j - Z (di +dij) + 2 Z dk,é)
1<k l<n

k=1

et I'égalité K(A) = e.a” + a.e” —2A donne : pour tout (i, j) € [1,n]?,

calcul un peu lourd, il y
a probablement une solu-
tion plus élégante et rapide
pour éviter ce calcul mais

je ne I’ai pas trouvée
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[K(A)];

ij = Gii T aj;— 20

[
|
&
+
£

<
[\
S
<
|

(d@k + dk,i + dj,k + dk,j — QdiJg — de,j)

[l

|
DO =

|

DO
&
.

1 n
_ ﬁ Z (dkﬂ — dz’,k + djyk — dkyj)>

k=1

=d;; card;p = di,; et djr = di; par symétrie de D

Donc
D=K(A)eA, d’apres la question 12

Soit D une matrice symétrique & coefficients positifs, de diagonale nulle, ayant une unique valeur
propre \ strictement positive d’espace propre Vect(e).
On utilise le résultat de la question 9 : il existe B € M, (R), tel que D = Xe.e” — BT B.
Alors pour tout X € M,, 1(R), en utilisant X7 Pe.e?’ PX = 0 car Pe =0 :
1 1 1
XTAX = -5 (X"PDPX) = -5 (AXTPe.e" PX — X" PBTBPX) = 5HBPXH2 >0
Ce qui montre que A = —%PDP est positive et donc que D est MDE d’aprés la question précédente.

Soit D une MDE d’ordre n. Alors pour tout i € [[1,n]], di; = d(A;, A;)*> = 0 donc en notant
A1, , Ay les valeurs propres de D (réelles car D est symétrique) :

i /\z = tI"(D) = i di,i =0
i=1 i=1

On utilise la décomposition de la question 11, D = C.e? + e.CT — 2(M4)T My.

Pour tout z € Vect(e)t, e’z =0 et 27e¢ = 0 d’ott
2T Dx = 2TC.elx + 2Te.CTa — 20T (MA)T Mz = —2|Maz|? <0

On applique le théoréme de Courant-Fischer démontré a la question 8, & ’endomorphisme canoni-

quement associé & D, f:xz+— Dx
Ap—1 = min max (z, f(z
v = g (o (o)

Donc en prenant S = Vect(e)t € m,_1 :

An— (z, f(x))

1 < max
zeVect(e)L,|z|=1
Or d’aprés la question précédente, pour tout x € Vect(e)t, (z, f(x)) = 27 Dz < 0 d’ot :

An—1 < (z, f(z)) <0

max
zeVect(e)L,|z||=1

n

Onadonc A\ <A << \_1<0et Z)\izO (q16). D’ou
i=1

n—1
An== DX =0
=1

Raisonnons par Pabsurde et supposons \,, = 0. Alors I'égalité ¥, ; A; = 0 avec \; < 0, impliquent
A; = 0 pour tout ¢ € [[1,n] : Sp(D) = {0}. Mais D est diagonalisable (car symétrique réelle), donc

pour montrer que D est
MDE, il suffit de montrer
que f%PDP est positive
d’aprés la question précé-
dente
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D est semblable & la matrice nulle donc D = 0 ce qui est exclu.
Par conséquent,

An >0 et Vie[l,n—1], A\ <0

o DT =(UTAU)T =UTATU = UTAU = D donc D est symétrique.

. 1 1 -1
e On a pour tout (i,5) € [1,n])?, u;; = %hi’j € {\/ﬁ’ \/ﬁ}
Pour tout ¢,j € [[1,n]], en utilisant w1 ; = w1 ; = ﬁ car les coefficients de la premiére ligne de

H sont égaux a 1jet sii > 2, A\; <0 et upup; < % donc ug ;Ajug,; = % :

n n
di; = Z Ui Ake ugj = Z Uk s AUE,j = A1 ULU15 + Z Uk s AUk, j
1<k t<n —— k=1 e T
=0 si k#¢ =1/n =X;/n
1 n
2 LS
L

2 1
Et en remarquant que Ui = 7

i A, =0
k=1

S|

n
dii = Z Uk A Uli =
k=1

Donc D est a coefficients positifs et diagonale nulle.

e H est une matrice de Hadamard donc U = ﬁH est orthogonale donc D = UTAU = U~AU.

D et A sont semblables donc D et U ont le méme polyndéme caractéristique :

n

xp=xa=]](X=X\)

i=1

Donc Sp(D) = {A4,--

I’espace propre associé & A1 est de dimension 1.

-, An} et A\ d’ordre de multiplicité 1 (seule valeur propre > 0), donc

D’apreés la question précédente, D est symétrique a coefficients positifs, a diagonale nulle, et ayant
une unique valeur propre strictement positive \;, d’espace propre de dimension 1. Pour pouvoir

appliquer le résultat de la question 15, il ne reste plus qu’a vérifier que De = Aqe.

A1
OnaD=UTAU =UT U ; d’aprés la formule de changement de bases, les colonnes
An
de UT sont des vecteurs propres de D associés aux valeurs propres A, - -« , Ap.
1
Or la premiére colonne de U7 est ﬁ = ﬁe d’ott De = Aje.
1

Conclusion : la matrice D vérifie toutes les conditions de la question 15 donc D est une MDE.

On suit le processus de construction de la matrice D décrit au début de cette partie.

On choisit une matrice de Hadamard, dont les coefficients de la premiére ligne sont égaux a 1 :

1 1 1 1 5 0 0 0
1 1 -1 -1 -1

H = et A= 0 0 0
1 -1 1 -1 0 0 =2 0
-1 1 1 -1 0 O 0 -2

D’aprés la question 20, la matrice D = {HTAH est une MDE; on trouve D = 1

S O o O
DS O O
o O o O
S o0 O O



