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A. Fonctions L et P

|z|™ n n - , fros .
1 > Pour tout n € N, on a =~ < |2]" et 37 |2|" est une série géométrique convergente (puisque |z| < 1).
. n .
Par comparaison, Y - est une série absolument convergente, donc convergente.

D’apres le cours sur les séries entieres, on a :

+00n

vz e]-1,1] Z* —In(1—z).

2 > Tout d’abord, pour ¢t € [0,1], on a tz € D et :

+
8

P
L(tz) = —t".
——" i n

=p(t)

n

Par une conséquence directe de la regle de d’Alembert, cette série entieére de la variable réelle t est de
rayon de convergence ﬁ siz#0et 400 siz=0.

Dans tous les cas, le rayon de convergence est strictement supérieur a 1.

Par théoréme, sa somme est dérivable (au moins) sur l'intervalle ouvert de convergence, qui contient [0, 1]
et :

y4
vt € 10,1], ngn—l —
ZZ 1—zt

Comme produit de fonctions dérivables sur [0,1], la fonction v : t — (1 — tz)e2(?) est dérivable et :

vt € 10,1],¢'(t) = ((1 - tz)l : i z)eL(tz) = 0.

—Z

Comme [0, 1] est un intervalle, on peut conclure : 9 est une fonction constante et, en particulier, (1) =
¥(0), qui se réécrit :
(1—2)e"®) = O done ') = !

3 > Soit z € D. Par I'inégalité triangulaire, on a :

|<Z'

Pour tout n € N*, on a 2™ € D, donc |L(z")| < —In(1 — |2|").
—_————

—In(1 —|z]).

n \zle[o 1]

=an
Comme |z| < 1, la suite (2™) converge vers 0, puis a, ~ |z|".

On en déduit L(z") = O(z") puis, par comparaison a une série géométrique, la série > L(2") est absolu-

ment convergente, donc convergente.



B. Développement de P en série entiére

4 >

e Soit N € N*. Soit (ai,...,an) € Py n.
Par positivité des ag, on a 0 < a; < ia; < n pour tout i € [1, NJ.
On en déduit 'inclusion P, y C ﬂO,nﬂN , puis le caractére fini de 'ensemble P, y comme partie
d’un ensemble fini.

e Notons f: (a1,...,an) > (a1,...,an,0).
Par définition des ensembles P, n et P, y41, 'application f est bien définie de P, y vers P, ny41
et également injective par vérification immédiate.
On en déduit p, v < pn,N+1, ce qui montre que la suite (pm N)N>1 est croissante.

e Dans le cas ot n = 0, on a évidemment Py y = {(0,...,0)} donc pg y = 1 pour tout N > 1 et donc
la suite (p,,n)n>1 est constante & partir du rang 1 = max(n, 1).
Supposons n > 1. Soit N > n.
Soit (a1,...,an+1) € Py n+1. Siang1 > 1, alors (N + 1)ay41 > (N + 1) donc :

N+1
n= Zkakz(N+1)aN+1ZN+1>n,
k=1
ce qui est absurde.
N
Ainsi, (a1,...,an41) = (a1,...,an,0) donc Zkak =n puis (a1,...,an) € Py N.
k=1

Ceci montre que la fonction f du premier point est aussi surjective donc bijective.
On en déduit p, v = pp,N+1-
En conclusion, la suite (p, ny)n>1 est constante & partir du rang max(n, 1).

5 > Soit z € D. Pour tout N € N*, on définit la propriété H,, par :

N

+00
II 1——Zk:: E:]%LNzn'
k=1 n=0

=My

Initialisation. On a évidemment P, ; = {(n)} pour tout n € N, donc :

+o00 +o00 1

n n
12 = z =
E Dn, § 11—
n=0 n=0

ce qui achéve de montrer 'initialisation.

Hérédité. Soit N € N*. Supposons Hy.

Tout d’abord, par conséquence de la question précédente (premier point), on a :

1
vn € N,punlz* < (n+ D)V)2" =0 <2> , (croissance comparée)
n

ce qui montre la sommabilité de la famille (p, n2")nen.

Par ailleurs, la famille (2*N+1)),y est également sommable (puisque |z| < 1).



Ainsi, la famille (pm Nz H)) est sommable et :

(n,i)eN?
1I =P 1
N+L= EN X TN
= Z Pn,NZ" Z ZIN+1) (hypothese de récurrence et série géométrique)
neN ieN
400 '
= Z ( Z pn,N) 27 (sommabilité)
7=0 (n,i)€N2
n+(N41)i=j

+oo
= Z pj,N—i—lZ]a
J=0

ce qui acheve la preuve de I'hérédité.

Détaillons un peu la derniére égalité. Pour tout 7 € N, on a :

pin+1 = card{(ar,...,anp1) € NV a4+ 4+ (N + Dani1 = 5}
= > card{(a1,...,an) € NV, aj + -+ Nay = j — (N + 1)i}

€N

(N+1)i<j

Z Pj—(N+1)i,N = Z Pn,N-
ieN (n,i)EN?
(N+1)i<y n+(N+1)i=j

6 > Soit n € N. Par croissance de la suite (p,,n)nNen, on a :

Z ‘pn,N-&-l - pn,NHZ|n = Z (pn,N+1 - pn,N)‘Z‘n-
(n,N)eN2 (n,N)eN?

Le calcul (formel) qui suit, en remplagant z par |z| (toujours élément de D), montrera donc la sommabilité

de la famille ((pn N+1 — Pn, N)z”)(n N)enz et justifiera le résultat final.

anz" = Z Z (Pn,N+1 — Pa,N)2" (pn = th PN €t ppo=0)
neN neN NeN -+
= Z Z pn N+1 — Pn, N)
NeNneN
= Z ( Z PnN+12" — Z pmNz”) (les deux séries convergent)
NeN neN neN
= Z (Oy41 —y) + 1 =0 (question précédente)
NeN*
= P(z). li Iy =P
&) (lim T = P(2)

Comme P(]z]) < 400, la sommabilité et donc le résultat du calcul précédent sont justifiés.

La série > p, 2" est convergente pour tout z € D donc son rayon de convergence R est supérieur ou égal
al.

Par ailleurs, pour tout n € N*, on a p, 1 = 1 donc p,, > 1, ce qui montre que R < 1.

En conclusion, R = 1.

7 > Soit ¢ > 0. Pour tout 6 € R, on a e ¥ € D donc :

™ T oo
/ 1n0P( t+19 / Zp e —kt z(k n)é do

— 0 TR0



Chaque fonction fy est intégrable sur [—m, 7|, la série de fonctions Y fx converge simplement sur [—, 7]

vers la fonction continue f et :

+oo +o0
Z/ F(0)]d0 = 3 2mpr(e™)F < oo car [t < 1.
k=0""T k=0

Par théoreme d’intégration terme a terme, on a donc :

- ' ) +o0 T
/ e—znGP(e—t—HB)de — Z pke_kt / el(k—n)eda — 27Tpn€_nt,

k=0 T ,

=270g n

ce qui conclut.

C. Controle de P

8 > Toutes les séries qui suivent sont convergentes (par comparaison a la série géométrique y z™).

Partant de l'inégalité :

+00 In
Z — (cos(nf) — 1) <0,
20 -
on en déduit :
+OO xn +OO xn
In(1—2z)+ Z — cos(nf) = Z ?(cos(nﬁ) —1) <z(cosbh — 1),
n=1 n=1

puis :
In(1 — z) + Re L(ze") < z(cosh — 1).

Par croissance de ’exponentielle, il vient :
(1 — x)exp (Re L(ze™)) < exp(z(cos — 1)) puis (1 — )| exp L(ze®)| < exp(—(1 — cos)z).
D’apres la question 2, on a alors :

(1-— :c)’l_l < exp(—(1 — cosO)zx),

zel?|

ce qui conclut cette premiere partie de la question puisque 1 — x > 0.

Ensuite, on a :
N N
P(ze®) = lim L et P(x)= lim L
N—foo -0 1 — xheikt N—oo 2 1 — xk

Par quotient et passage au module, il vient :

N k

I 1—z
= lim —_
NS00 1 — xhkekd

‘P(mew) B
P(z)

k=1
Comme pour tout k& € N* on a ¥ € [0,1[ et k0 € R, on peut utiliser la premiere partie de la question :

k

Vk € N¥, < exp(—(1 — cos(kB))z").

1 _ gkeikd




Par produit d’inégalités dont les termes sont positifs et passage a la limite, on obtient :

; N
P(ze?) lim Hexp( (1 — cos(k))x —expz (1 —coskf)x
P(.%‘) N%+ook_1
- =0 si k=0
1 ik0
—exp(—l—i—Rekz%e )
1 1
:exp(— 1—$+Rel—xei9)'
9 > On calcule :
1 1 1 1—ze
—R _ = - R .
11—z R e]l—:ce’9|2
1 1—xcosf

1—z 1+a2—2zcosf
1+22—2xcosf — (1 —2)(1 —xcosh)
(1—2)((1 —2)?+4 2x(1 — cosb))

_ x*(1 —cosf) + z(1 — cosb)

(1 —2)((1 — )2+ 2z2(1 — cosh))
- x(1 — cosf) ‘
T (1—2)((1 —x)? 4 22(1 — cos b))

(2%(1 — cos ) > 0)

D’apres ce qui précede et la question précédente, on a :

P(ze') oo [ x(1 — cos )
P) | =P\ T 0= 2) (1= 2)? + 22(1 — cosh))
=A(z)
Dans le cas ou A(x) < —ﬁ, il n’y a rien a faire (par croissance de la fonction exp).
Supposons maintenant A(z) > —ﬁ. On a alors :
x(1 — cosf) < 1
(1—2)((1 —2)?>+22(1 —cosh)) ~ 3(1 —x)
32(1 —cosf) < (1 —x)* +22(1 —cosf)  ((1 —x)((1 —x)?+2z(1 — cosh)) > 0)
z(1—cosf) < (1 —x)?
0<(1—x)*+2x(1 —cosh) <3(1 —x)?
x(1 — cos ) (1l —cosf) _ 1—cosb
> > — >
022+ 22(l —cosh) = 3(1_ 2P ~6(1_wp 7= Y/2>0etlzcosb20)
x(1 — cosf) < 1 —cosé (1—2>0)

C(1—2)(1—2)2 +22(1 —cosh) —  6(1—x)3

Par croissance de ’exponentielle, on conclut.

D. Intermeéde : quelques estimations de sommes

10 > La fonction ¢, o est continue sur |0, +o00[.

Etude en 0. L’équivalent simple :

montre que ¢, o est intégrable en 0.



Etude en +oco. On a :

( )N n_—or __ i : ‘
Pn,alT xe =0 ) par croissances comparees,

donc ¢, o est intégrable en +oo.
En conclusion, ¢, o est intégrable sur |0, +o00].

Ensuite, la fonction ¢, o est de classe C! sur R% et :

(nxnflefax _ axnefcwv)(l o efa:)n _ xnefaxn(l o ef:p)nflefa:
(1 _ e—x)Qn

Vo € RY, @) o(x) =

xnflefax

— m((n —ax)(l —e ") —nze ™).

La fonction ¢y, , est continue sur ]0, 4-0ol.

Etude en 0. On a le développement limité suivant :
(n—az)(1—e®) —nze ™ = (n — az)(z + O(x?) —nz(l + O(z)) = O(z?).

Comme on a aussi :
xn—le—ax xn—l 1

(1 _ e—x)n—‘rl ~ pntl - ﬁ’

on en déduit ¢;, ,(z) = O(1), ce qui montre l'intégrabilité de ¢, , en 0.

Etude en +o0o. Comme précédemment, par croissances comparées, on a @%ja(x) =0 (;12), ce qui montre
e 7 s1ep 2 /
l'intégrabilité de ¢}, , en +o00.
. / . 7’
En conclusion, ¢}, , est intégrable sur ]0, +ocol.

11 >

ke kijn est bien définie (et

e Pour tout k € N*, on a 1 —e™* > 0 (puisque kt > 0), donc la fraction (1_%

positive).

On a I’équivalent simple suivant quand k tend vers +oo :
—k

k"e o ~ kne—kta

(1 — e Fktyn :

Puisque ta > 0, on en déduit, par croissances comparées, que :

kne—kta 1
(1—eHkyn —° (/@) !
. . N . .. —kt
ce qui montre, par comparaison a un exemple de Riemann, que la série > % est absolument

convergente donc convergente.

e Par positivité des termes sommés, on a :

e—ta
Sna(t) > — > 0.
e Soit k € N. Par intégration par parties, on a :
(k+1)t (k+1)t
[ @ kg a@de = tona+ D0 = [ prala)de.
kt kt

=ay



Par intégrabilité de ¢, o et d’apres le premier point, la série ) ay est convergente et :
+0oo +0oo e—(k+1)at +oo
kz ap =t Z((k + 1ﬁ)"w - /0 Pna(z)dr
=0
1 ne—jat +o0
= ¢t Z Gty /0 On.a(x)dz

+oo
— t”HSn,a(t) — /0 Onalz)dr,

ce qui conclut.

e D’apres ce qui précede, il suffit de montrer que :
+oo
Z ar, = O(t)
=0 t—0t

Par I'inégalité triangulaire, on a :

>

(k+1)t

<Z/ (= #0) ¢l o)

<t

+o0
< t/o |00 (@) |dz, (intégrabilité de ¢y, ,)

indépendant de t
ce qui conclut.
12 > Pour tout x > 0, on a |e™*| < 1 donc :

ze T

_ Z po—(ntD)a
1_e= e~ —
=0 —u,(z)
=f(x)

Chaque fonction u, est continue (par morceaux) et positive sur R .

La série de fonctions ) u, converge simplement sur R* et sa somme f est continue (par morceaux)
*

sur R .

Par le théoréeme d’intégration terme & terme (cas positif), on en déduit :

/O+oo F(e)de = +§<>:O /0+oo

- Z (par intégration par parties)
o (n+1)2

7T2

=5 (résultat admis)

Notons que le caractere fini de la somme montre I'intégrabilité de la fonction f, méme s’il était possible

de le justifier directement.

E. Controle des fonctions caractéristiques

13 > Notons {xy, }nen un ensemble de réels contenant I’ensemble des valeurs prises par X, avec, éventuel-
lement, P(X = x,) = 0, ce qui permet de traiter indifféremment les cas ou X prend un nombre fini ou

infini de valeurs. On suppose, naturellement, la suite (x,)nen, injective. Comme les variables aléatoires



cos(0X) et sin(AX) admettent une espérance, on peut utiliser le théoréme de transfert qui nous assure

+o0 oo
de la convergence absolue des séries Z cos(f0z,)P(X = x,) et Z sin(6x,)P(X = z,,) et nous donne
n=0 n=0
+00
E(cos(0X) + iE(sin(0X) Z cos(0x,)P(X = x,) + 1 Z sin(0x,)P(X = z,)
n=0

Comme les deux séries sont convergentes, on peut les regrouper par linéarité,

“+00
|E(cos(6X)) + iE(sin(6X))| = Z(cos(@:z;n) + isin(0x, ) )P(X = x,)
n=0
+o0
La série Z P(X = z,) converge et vaut, 1. On peut donc faire passer le module & l'intérieur de la somme
n=0
|Px(0)] < Z |cos(0xy,) + isin(Ox, )| P(X ZIP’ = 1.

n=0

14 > Pour cette question, on peut utiliser a nouveau le théoreme de transfert, qui nous donne, comme

dans la question précédente
Pox+5(0) = E(cos(0(aX +b))) + E(sin(6(aX + b))

= Z cos(f(axy, +b))P(X = x,) + 1 f sin(f(axy, + b))P(X = z,)

On sait que X suit une loi géométrique de parametre p €]0,1[ (avec ¢ = 1 — p), on peut donc prendre
Tp=n,P(X =0)=0et
P(X =n) = pg"~ ! pour n > 0

On reporte dans I'expression précédente, pour obtenir la somme d’une série géométrique de raison ge’®?
= ¢ €]0; 1], On en déduit

et de premier terme pe'(@t0)? Cette série converge, car ’qeiae

i(a+b)9

z(an+b) za@ _ pe
aX+b Z € ) T 1= qemo?

15 > Pour montrer que X* est d’espérance finie, on peut, & nouveau utiliser le théoréme de transfert. Selon
+oo

ce théoreme, il suffit de montrer que (n*P(X = n)),en+ sommable. Ou encore que la série Z nFP(X = n)
n=0
converge. On peut écrire, par le théoreme des croissances comparées,
lim n?nFpg"~! =0, car ¢ € [0;1]
n——+o0o
+oo
On en déduit la majoration 0 < nFpg"~! = o (#), sachant que la série Z — converge. Le théoreme de
n=1
+oo
comparaison, permet alors de conclure a la convergence de la série Z nFpg L.
n=1

Le théoréeme de transfert permet alors d’assurer ’existence de 1'espérance de X*.



Pour montrer que ®x est de classe C*°, on applique le théoréme de dérivation des séries de fonctions a

I’expression
400
_ ind -1
— Z etn pqn
n=1

pg" 1. Alors, & n € N* fixé, la fonction u,, est de classe C*°. Dans la
+0o0

question 13, on a vu la convergence simple de Z Uy

n=1

Posons, pour 6 € R, u, () = e

Pour tout k£ € N*, on a

ulf) (0) = *nFe™pg"t = [P (0)] < nFpg" T,

n

(en fait, on est dans le cas d’égalité). Le membre de droite est le terme général d’une série numérique
convergente. Il y a convergence normale.
Les hypotheses du théoreme de dérivation des séries de fonctions est vérifié a tout ordre. On peut donc

en déduire que ®x est de classe C*, et on a
vk € N*, V0 € R, ® ankme

L’utilisation du théoreme de transfert, permet alors d’obtenir, dans le cas § = 0,
o5 (0) = i"E(X").

16 > On utilise ’expression de la question 14, pour tout 6 € R,
0
pe’

dx(0) = ——.

X( ) 1 _ qezg

Pour montrer 'existence d’une suite de polynémes (Py)ken, on proceéde, classiquement, par récurrence

en montrant ’existence de Py pour tout k € N.

0
(PA()() = ]_p q619

Hérédité. Soit k € N. Supposons qu’il existe Py tel que Py(0) = 1, pour tout 6 € R,

Initialisation. Pour le rang k =0, on a ®x = On pose Py = 1, qui convient.

Pi(ge'?)

k) gy — ok i0
(I)X (9) =pre W

On peut dériver cette expression, ce qui nous donne
(K+1) gy k16 0 1
Oy (0) = pi" e Pr(ge’ )W
1
(1 _ qeie)k-H
—(k + 1)qie®
(1 — ge?)k+2

et i0 Pi(qe”)(1 — qe) + qe’ Pl (qe") (1 — qe™) — (k + 1)qe™ Py, (qe™)
=P (1 — geit)k+2

+ pikeiOPk (qew)

Il suffit donc de poser
Poii=01-X)P.+X(1-X)P, — (k+1)XPy.

pour obtenir le résultat. En substituant 0 & X, on obtient Pj(0) = Pr11(0). Ainsi, la condition Py,1(0) =
1.



Le principe de récurrence permet alors de montrer 1’existence de Py, pour tout k entier naturel, satisfaisant

les propriétés demandées.

17 > Selon la question 15, on peut écrire @g];)(O) = *E(X"%). La question 16, nous donne <I>g?) (0) =

pit ey = 0,

On peut alors écrire ’égalité

‘E(Xk) R ’Pk(Q) - 1’ _ ’Pk(Q) — P (0) ’

pF pF Pk
Cette derniere expression nous fait penser a utiliser le théoreme des accroissements finis. C’est possible,

puisque P, est un polyndme, donc une fonction C! sur [0,1]. On pose

Cy = sup |Py(t)]
t€[0,1]
Bien entendu, selon la question 16, P ne dépend pas de p, il en va donc de méme de C}. Le théoréme

des accroissements finis nous donne alors
1
E(X?) - —
‘ pk

P — P.(0 C
’ k(Q)pk % ( )’S pl;q

18 > On développe le membre de gauche suivant la formule du bindéme de Newton,
E((X — E(X))?) = E(X?) — 4E(X?)E(X) + 6E(X*)E(X)? — 4E(X)E(X)? + E(X)*.
On remplace les E(X) par des %, pour obtenir

1 1 11 1
E(XY —4E(X3)= 4+ 6E(X?)— —4-— + —.
(X%) ( )p ( )p2 P R

On fait alors intervenir des E(X*) — #, autant que faire se peut. On fait également attention a les

retrancher pour compenser.

1 1\ 1 IN1 1 1 1 11
IEX4—>—4(EX3—>+6(EX2—>+—4+6—4+.
<( ) p X »)p X p?)p> pt  pt o pt pt o pt

Les termes en # se simplifient. On utilise alors 'inégalité triangulaire,

E(X?) — 1‘

1
‘E(E‘*) - = 2

Pt
La question précédente nous donne

1
< |E(XY - =
\( -

4’ 5 1‘ 6
+ 2 BX3) - S|+ —
p X0 Pl p?

‘E(E‘*) 1

p

- pt p pt

On obtient le résultat demandé, avec K = Cy + 4C3 + 6C5.
20 > Commencons par montrer que Y2 et |Y|? sont d’espérance finie. On sait que Y* est d’espérance

finie. On peut écrire, en utilisant la fonction indicatrice 14 d’un événement A.
4y _ 4
sup(1,Y*?) = lyj<1+ Y Ly>1-

Les deux termes de cette somme sont des variables aléatoire admettant une espérance, puisque, d’une

part 1y|<; est bornée, et, d’autre part, on a la majoration

0< Yy YA

10



(théoréme de comparaison pour les espérances.) On peut alors passer au variables aléatoires Y2 et |Y[4,
en utilisant les inégalité
0<Y?<sup(l,Y?) et 0 <|V3| <sup(l,Y?)

Puisque sup(1, Y?) posséde une espérance, le théoréme de comparaison nous dit qu’il en va de méme de
Y2 et de |Y2.

Passons a la premiére inégalité, afin de ne pas refaire le coup du théoréeme de transfert, et pour varier
les plaisirs, on va utiliser le théoreme de Cauchy-Schwarz. Si Z; et Z5 sont deux variables aléatoires

admettant un moment d’ordre 2, alors leur produit Z;Z> admet une espérance, et I'on a
E(Z125) < B(Z})"*(E)(23)"/?.

Comme Y* posseéde une espérance, les hypotheses du théoréme sont vérifides avec Z; = Y2 et Zy = 1
On obtient ainsi,
E(YQ) < E(Y4)1/2E(1)1/2 — E(Y4)1/2.

Pour la seconde inégalité, on aimerait utiliser I'inégalité de Jensen pour les espérances. Elle n’est pas
au programme. Pour rentrer dans ce cadre, on va utiliser, & nouveau, le théoréme de transfert. On note
{Yn }nen un ensemble dénombrable de réels contenant les valeurs prises par Y. Bien entendu, on suppose
la suite (y,)nen injective.

|Y'|? posséde une espérance, donc, selon le théoréme de transfert, la famille |y, |P(X = n)) est sommable

et 'on a

+o0o
YS) = Z |yn|3P(Y = yn)
n=0

On pose uy = zszo P(Y,, = yn), comme limy_, 4oy = 1, on peut écrire que puy # 0 pour N suffisam-

ment grand. La limite de puy, nous permet d’écrire

E(Y?) = lim PP(Y

0= i o) 2 [l B(Y = ).

Pour appliquer le théoréme de Jensen, on a notre somme. Il nous reste a trouver une fonction ¢, convexe
(ou concave). L’énoncé nous suggere ¢ : t — t4/3, définie sur R;.

Cette fonction est de classe C? sur R% et sa dérivée seconde est

(t) = 22t > 0,

33

¢ est donc bien continue et convexe sur RT. Dans ces conditions, I'inégalité de Jensen s’écrit

N N
@ (Z )\z‘fvi> < Z (Nizi),
i=0 i=0

avec, pour N le méme que défini plus haut, A\, = —P(Y = y,,), et 2, = |yn

TS |. Les \,, sont alors bien de

somme 1, les x,, dans R;. On en arrive alors a

43 N
(EQYP)) ™ <lim N = 400> (|yal*)V*B(Y = y,) = E(YY),
=1

ou la continuité de ¢ nous a permis d’inverser limy_, o, €t . Pour conclure, il suffit de prendre la

puissance 3/4 > 0 de 1’égalité obtenue.
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Pour le lecteur intéressé, I'inégalité de Jensen donne directement le résultat. Comme ¢ est continue,

convexe sur R, on peut écrire

E(Y )Y = oB(Y])) < E(([Y ) = E(Y?).

20 > On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange. La fonction f : u — ¢™ est de classe C3 sur R. On peut

donc écrire

Jul®.

f(u) = £(0) = f'(0)u — < G

Ici, 'on a f(0) =1, f/(0) =i, f/(0) = —1 et f"(u) = i%e™ = |f"(u)| = 1. On en déduit

2
: U
lu_1_~
e zu+f2

" "
10| oo 110

Jul®

Yu € R, )
b 6

On remplace u par Y6 et 'on prend I'espérance dans 'inégalité

Yo Y3
e s (M)
2 6

On utilise alors les relations |Re(z)| < |z], et |S(2)| < |#|, valable pour tout z complexe. On utilise

E e’LY@

également le fait que la valeur absolue de I'espérance est inférieure a I’espérance de la valeur absolue. On

peut, ainsi écrire, sachant E(Y) = 0 comme Y est centrée.

Dy (0) —1— [E(Y;)Q? = ‘E(COS(Y@) +iE(sin(Y0) — 1 —E(Y)0 + E(Y;)HQ
< |E(cos(Y0) — 1+ E(Y;)QQ + |[E(sin(Y0) — E(Y)0|

E(Y?)6?

cos(Y0) — 1 — 5

<
<

3 3
< 2FE (‘Y0| ) ’0| (Y4)3/4
6 3

) + E (|sin(Y0) — Y0|)

)

E(Y?26?)

cos(YO) +isin(Y0) —1+4+iY0 + 5

On a utilisé la deuxiéme inégalité de la question précédente.

21 > Je commence par un petit lemme liminaire,

VyeRy, eV —1+y| < %yQ.

Il va sans dire que le lecteur perspicace aura reconnu la formule de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction
f:y— e Y. La fonction f est bien C? et Pon a f(0) =1, f'(0) = 1 et f"(y) = e™¥, donc supg, "] =1.

On peut donc substituer dans

1
() = £(0) = f(0)y| < 5 sup|f"ly?
Ry
On peut alors effectuer les calculs suivants

E(Y?)(6%)

< [0y (0) 1+ ——

E(Y2)62> N

“I’Y(e) — exp <— 5

2
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F. Converge vers une gaussienne

22 > On procede par récurrence sur n > 1.
initialisation
Pour n =1, il n’y a rien a démontrer.

Pour n = 2, on écrit,

2122 — wiug| = 2122 — 21Uz + 21u2 — Uy U
= |21(22 — u2) + (21 — u1)uz| < |21].]22 — ua| + |ug|.|21 — uq|
<z —ur| + |22 — ug|
puisque |z1| < 1 et |uz| < 1. On utilisera ce cas, n = 2, dans la suite du raisonnement.
hérédité

Soit n € N, n > 2. On suppose que pour tous complexes (z1,...,2,) et (u},...,ul), on a

n n n
[T 20— TL i) <D 120 — il
k=1 k=1 k=1

Soient alors (21, ..., 2n, Zn+1) €t (U1, ..., Up, Upt1) des complexes. On applique 'hypotheése de récurrence
a,

! / . ! ! / o !/
21 = Rly+vy”p—1 = Rn—1,%y = Znin+1 et Uy = ULy eoyUpy_1 = Un—1, Uy = UpUn+41-

On remarque que le membre de gauche nous donne
n n
!/ /
I — I1
k=1 k=1

On applique alors la propriété au rang 2 pour conclure.

n+1 n+1

[I2— 1w
k=1 k=1

n—1
< Z |Zk - uk| + |ann+1 — UpUn+1|-
k=1

Le théoreme de récurrence permet alors de conclure. La propriété est vraie pour tout n € N*.
23 > Notons, tout d’abord, que les résultats des questions 19 & 21 s’appliquent ici avec Y = Y. En effet,
Z suit une loi géométrique, donc elle possede des moments a tout ordre, car sa fonction génératrice,

Gz, (t) = 1p—tqt est de classe C*° au voisinage de 1. Il en va donc de méme pour Yj. Cette derniére variable

aléatoire est centrée : E(Yy) = kE(Z, — E(Z)) = 0.
On commence par utiliser la question 14, avec X = Zp, p=1—e " a=Fket b= —kE(zx) = ﬁ]fk“ ce

qui nous donne

(1— e—kt)ei(k—k/u—e—kt)e

I @0 =11 1 — o—kt+ik0

k=1 k=1

Selon la question 3, on a déja la limite suivante,

n 1— —kt P 60—t
limH li‘e—t) = (e — )
n=1" 1 — ekl P(e )

Il nous reste a étudier, lorsque n — 400
1 1 ke 051 1 (t
H exXp (Zk (]- - 1_ekt) 9) = exp <_Ze Z 1_ekt> — et 11 ( )
k=1 k=1

La somme dans l’exponentielle est justement la somme partielle de la série servant a définir S 1(t), au

début de la partie D. En reportant dans I'expression du produit, en en utilisant m; = Sj 1 (), il vient

13



lim H ® = eﬂmteu = h(t,0)
oo - v (0 P(e™t) ’

L’expression de o7 = Sz 1(t) est donnée au début de la partie D

) ) n ]{226_kt
oy = HEIEOOI; (1— e k)2

On va alors simplifier ’expression suivante a ’aide de la question 22,
n 02 k2 —kt 92 k2€—kt
H Dy, (60 H €xp ( (1= e k)2 (DYk R (1—e )2
k=1

Pour pouvoir utiliser la question 23, il nous reste a faire le lien avec E(Y}?). La variable aléatoire Zj, suit

une géométrique de parametre p = 1 — e **. On a donc les relations

e—kt

E(Zg) = m-

1—76_1“ et ’U(Zk) =

Comme Yy = k(Z — E(Z)), on en déduit v(Yy) = k%v(Zy) = (176_2:7::;)2 De plus Y) est centrée. La
formule de Koenig-Huygens, nous donne E(Y}?) = v(Y) + E(Y%)?. On en tire E(Y}?) =
Avec tout cela, on va pouvoir utiliser la question 21 comme le suggere I’énoncé,

a 0> ke M = E(Y2)6?
H Dy, (6 H exp ( ekt)2> Z Py, (0) — exp ( (Y5) ) ’
k=1

2

k.2€—kt
(176—kt)2 N

IN

o1
3

IN
M: i

04
I[‘:(Ykél)a/4 + gE(Yf)

b
Il
—

On applique alors la question 18 a la variable aléatoire X = Zj,

e—k:t

E(Yk4) = k4E((Zk - E(Zk))4) < k4Km-

On reporte dans I’expression précédente. On en arrive & la majoration (on a fait tendre n vers 4+o00)

0262 |¢9|3K3 +o00 k3e—3kt/4 100 Lk — 4kt
h(t,0) —e 7> > s KO k4
| 3 = (1 — e—kt) Pt (1 — e—kt)

= K3/4|‘9|353,3/4(75) + K0Sy (1)

24 > On utilise le développement limité de la question 11 qui permet d’exprimer un équivalent de .S, o

sous forme d’intégrale.

+00 k2 —kt

521 Z 1_e—kt

1 [too g2e®

= — s d O(1/t?

ta0+t3/0 (1—e)2 z+0(1/¢)
2 2

+O(/1) = Z(1+0(1),

t—>0+ 3t3

selon le résultat admis de la question 12. On a le droit de prendre la puissance 1/2 d’un équivalent, ce
. . x

qui nous donne bien o} ~ NeTTEh

On remarque, en passant, que l'on a de la méme facon,
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1/+OO T gr+O()t) = 7T—2+O(1/t).
0 t

my = -5
t—0+ t2 1—e® ~0+ 6t2

On reporte ceci dans l'expression de (¢, u)

7.{.2
TR

/3132
= O(1/t 1
=, P (zu - (1/t) | —

t—0t

Pour I'expression de h(t,u/o;), on utilise la question 23 avec 6 = %, donc o+ = .

—uZ/2 3/a| U ’ ult
‘h(t,u/o’t)—e ]gK Gt‘ 53,3/4(t)+K'Jt Sa1(t)

On va montrer que les deux termes tendent vers 0 avec t. La question 11 nous donne déja S 3/4(t) =
’ t—0

O(1/t%) ainsi que Sy 1(t) = O(1/t%), et 'on a vu, dans cette question 24, & = O(#%). On peut donc
’ t—0+ %t t—0+

écrire

3
u
K3/4 o 53,3/4(15)15 = 0% — 0

—0t t—0t

45471(15) = O(t) — 0

t—0+ t—0+

u

Ot

K

Muni de ces deux résultats, on peut conclure sur la limite de j(¢, u)
2 U 2
lim "u,t — e "2 = lim ‘ tau)h(t,—) —e /2| = 0.
Tim [ (a1 Jim ¢t wh(t, =)

25 > On note g : 6 — 1_%025(9) pour [—, 7]\ {0} et g(0) = 3. C’est une fonction continue, dans la mesure

ou l'on a le développement limité

1—cos(§)  1—(1-6%/2+0(6%) 1
02 60 62 502 " o(1)

On a, ainsi, une fonction continue sur U'intervalle compact [, 7]. Elle y admet donc un minimum atteint

en un point 6* € [—m, 7]. Il s’agit du théoréme des bornes atteintes. On pose o = ¢(6*). Pour montrer
que « > 0, on raisonne par l’absurde, en supposant, o < 0, alors, comme ¢(0) = 1/2 > 0, le théoréme
des valeurs intermédiaires nous dit que g doit s’annuler.

Si 6 € [—m, ] vérifie g(#) = 0, alors, on a 1 —cos(f) = 0, donc § = 0. Ce n’est pas possible, car g(0) = 1/2.
On va alors montrer qu'il existe to > 0, 8 > 0 et v > 0, tels que, pour tout t €]0, ] et tout 8 € [—m, 7],

h(t,0)| < e Plod)?,

On ne traitera que la premiere inégalité. Pour la seconde, on procéde de la méme fagon. On utilise la

relation donnée au début de la partie F, avec x = e™t, et to = In(2)

—imy0 P(eitew)

h(t,0) =e P

On applique alors la premiere relation de la question 9.

1 — cos(h) ab?
< o (o) <o <_6<1 - e—t>3> |

15
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Pour faire intervenir oy, on va faire intervenir Sy 1(t), que I'on peut minorer

Jrzo:o E2e—kt zn: okt ot
S2,1(t) = 0=y > = —.
k=1 (1 k=1 (1 —e€ t)
On a ainsi les inégalités, sachant ¢ € [0,1n(2)], donc e~ > e~ (2,

P(e teze)
P(e™)

ab? o o
S exp <_6(1—6_t)3> S exp <—6€ t9251,1(t)> S exp <—12020't2>

On obtient I'inégalité demandé, avec 8 = 3.
26 > Pour cette question, on utilise le théoréeme de convergence dominée. On a, selon la question 24,
mToy — —00.

t—0+
On utilise la fonction, g définie sur ]0,¢g] x R, par

g(t7 u) = j(ta u)l[—ﬂ'atﬂrat}
A t fixé, la fonction u — g(t,u) est continue par morceaux et intégrable sur R, car nulle en dehors d’un
intervalle borné.
On a la convergence simple, selon la question 24,

Yu e R, g(t,u) — e /2,

t—07t
Il reste a établir I’hypothese de domination. Cela vient de la question précédente. On utilise la définition

de la fonction j. Pour tout ¢ > 0 et u réel,

U a2 2/3 1
lg(t, u)| < ‘h(t, o) < s (e e (MD*) = (1 +u2)
Il s’agit bien de I’hypothese de domination, puisque la fonction u +— + est continue et intégrable sur
R.
Le théoréme de convergence dominée, nous donne donc
ot +00 —+00
lim j(t,u)du = lim g(t,u) du = / e /2 du = \/2m,
t—0+ —TOot t—0t —00 —00

selon le résultat admis en début d’énoncé.

27 > On utilise la relation de la question 7,

ntp(,—ty pr —t+i6
€ P(e )/ anP(e )de

Pn = 27 —r ° P(e™)

On commence par s’intéresser a la fonction sous le signe intégrale. On a, selon la définition de h(t,0) et

de j(t,u) donnée au début de la partie F. On pose 6 = u/o;

) P(e—teie) )
inf — z(nert)Hh t. 6
= ei(”+mt)ee(7w(mti‘%)j(t, Ooy)
— ei(n+ﬂ2/(6t2))9j(t7 fo,)
Le choix de ¢ proposé par 1’énoncé, nous donne n = 72/(6t2). On peut donc simplifier '’exponentielle.
L’intégrale & étudier s’écrit [”_ (¢, 0o) db.
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On effectue le changement de variable, C! sur [~7, 7], § = u/0;. En utilisant la question 26, on en arrive

a

T Tot t3/2 3
/ j(t,@aﬁd@zot_l/ Jjt,u)du ~ V3 \/ﬂ:\/?
- —Tot t—0t m s

Pour le facteur P(e™"), on utilise alors la relation de I’énoncé. On obtient un équivalent de p, lorsque

n — 400, ou, ce qui revient au méme ¢t — 07. On exprime d’abord p,, en fonction de ¢, sachant que

2
71'2/(6t) 3
e t 2 6t 2 1
~ YA CORY e CLNERYCTE:
Pn o 271'6 T © 272 V3t

n—= I
On remplace alors ¢ par son expression en fonction de n. Cela nous donne

612

. 2 1 V3 2 1 . [2n
n X — | = = XPp |\ T\ — | -
p n—+00 P m/3/(2n) 272 3 X 2n 4\/§n P 3
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