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| Geénéralités sur les filtres

1. Quadripoles

(( Définition : i ; 3
Source T Ue Quadripole T us | Charge
Entrée Sortie
L C'est un dispositif électrique délimité par quatre poles : deux bornes d’entrée et deux de sortie. )
S /

Exemple : quadripdle RC avec C en sortie ouverte (charge d'impédance quasiment infinie : voltmetre ou
oscillo).

GBF lo lls io Voltmeétre

| ®

Caractéristiques

e Convention d'algébrisation des tensions et intensités : cf. dessin pour les sens des courants et des
tenstons.

e Un quadripdle est passif s'il ne contient aucune source. Sinon, il est actif.

e Gain en tension : (G = b— . On peut aussi définir un gain en intensité ou en puissance.
e

Définition : un quadripdle est linéaire s'il ne comporte que des éléments linéaires (R, [, C et
sources linéaires).

En conséquence,

e e signal dentrée u, et le signal de sortie us sont reliés par une équation différentielle linéaire a
coefficients constants du type :

d"u,(t)
dtm

n n—1
p duslt) | d sl

den g1 o Dous(t) = No

+ .+ Noue(t)
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Le plus grand des entiers n ou m définit l'ordre du circuit.

Remarque : en général, ce dernier est inférieur ou égal au nombre de dipdles réactifs (condensateurs
ou bobines) qu'il contient.

dus _ Ue—Us

dt ~— R

Exemple : circuit RC précédent i; = 0 et donc i, = (= C d'ot l'équation différentielle

linéaire du premier ordre
du. 1 1

dt TR T RC

Ue

e Siu, estsinusoidal, alors toutes les autres grandeurs le sont également (apreés le régime transitoire).
Par la suite, on notera

Ue = Ue cos(wt + @e) = up = U0/ et ug = Us cos(wt + @5) = ug = Use!”!

e Si aux tensions d'entrée u. et un, correspondent les tensions de sortie ug et us, alors, a la
tension d'entrée au.1 + Bue (a et B réels), correspond la tension de sortie aug + Bue.
C'est a dire que si on connalt la réponse d'un filtre pour tout signal sinusoidal pur, on peut en
déduire la réponse a un signal quelconque car ce dernier est décomposable en une somme de
signaux sinusoidaux : Fourter.

2. Fonction de transfert en régime sinusoidal forcé

D
(" Définition : on définit la fonction de transfert (ou transmittance) par la grandeur complexe : h
jwt
H(jw) = Us — ge. — % — %ej((/),s*(l’c)

v. U~ U G
S J
Exemple : quadripole RC en sortie ouverte i, = i et on retrouve un pont e =0
diviseur de tension : R ‘
i
= H(jw) - - ¢ h
= = w) = —
v YT Rz 1
_ 1 SRR D . _
a\/eCé—/C—w:}HUW)—m—WOU (U()—R—C

Relation entre équation différentielle et fonction de transfert : remplacons us et u, par leurs expres-
sions dans l'équation différentielle en notation complexe qui caractérise le circuit :

du.(t) d"Tu.(1) ™, (1)
7 + D, + ...+ Dyug(t) = N, + ...+ Noue(t)

dtnf1 pEEANY A dtm —_c\ 7
or, en notation complexe, la dérivée n

D,

ieme

revient a multiplier par (jw)", il vient donc :

Dn(jw)nus(t) + Dy (/.(U)ni1 Us(t) + .+ DOUS(t) = Nl77(/w)I]7U9(t) .+ /\/ou@_(t)
us(t) N+ jwNi + .+ (Jw)"N, — N(jw)

— H(iw) = —
ooy - AU = BB T T jw) D, D)

=

~—

Les racines de N(jw) = 0 sont les zéros de H(jw)
et les racines de D(jw) = 0 sont ses poles.
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Stabilité d'un circuit linéaire : un circuit est dit stable lorsque sa réponse s(t) a un signal d'entrée

e(t) restant borné ne diverge pas quels que soient les parametres de e(t) et les conditions initiales.

e Pour un systeme d'ordre 1 ou 2, les ceefficients D; de l'équation différentielle homogene

d"s(t) d""s(t) 4
D”d—tT + anT + ...+ Doﬂ =0 doivent étre du méme signe.

e £n RSF, H(jw) ne doit pas admettre de poles réels (w tels que H(jw) devienne infinie) et d'autre

part, lorsque w — oo, |[H(jw)| ne doit pas tendre vers l'infini ce qui impose m < n.

Exemple : circuit RC en sortie ouverte.
On peut retrouver l'expression de H(jw) a partir de l'‘équation différentielle.

du. Wo 1

— 4+ Wols = Wol, = H(jw) = — = ;
gr s T e U = oo~ 152

Filtre du premier ordre.

Remarque : on pose parfois (en Sl) jw = p, la variable de Laplace.
La fonction de transfert s'écrit alors de fagon générale :

/_/(p) _ NO +p/\/1 + .. +pN7Nm _ ZZ=0 Nkpk
= Do+pDi+ ... +p"Dy Y i_oDip

(

Définitions : Gain en tension et déphasage : Si on écrit H(jw) sous la forme

H(jw) = Glu)e!"

e ((w) est le module de H(jw)

Us .
G(w) = |H(jw)| = 0= % est le gain en tension.

e ¢(w) est l'argument de H(jw)

Us
@ = arg(H(jw)) = Z:SEU; = ¢, — ¢, est l'avance de phase algébrique de u. sur v,

\\

\\

3. Modélisation

Du point de vue de l'utilisateur, un filtre se modélise de la facon suivante :

Ye

On définit 'impédance d'entrée Z, = 7= et l'impédance de sortie Z par la relation : U

/

Le
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4. Filtres électriques linéaires

4.a. Rappels

Définition :  Un filtre électrique linéaire est un quadripole linéaire qui permet de transmettre
sélectivement certaines fréquences. On parle de bande passante (intervalle des fréquences telles
que G > %) et de bande coupée.

4.b. Principaux types de filtres linéaires

Filtres passe bas :  bande passante [0; w | ot w, est la pulsation de coupure.
G(w) G(w)

|
|

@) W, W O W w
Filtre idéal Filtre réel d'ordre 1

On tend vers un filtre idéal en T lordre du filtre (mais plus de composants — plus coliteux et moins
robuste).

Filtres passe haut :  bande passante [w,; +0oq|.
G(w) Glw)
_______ |
|
|
|
O We w @) We w
Filtre idéal Filtre réel d'ordre 1
Filtres passe bande :  bande passante |w.; we| avec wey et we les pulsations de coupure.
G(w) Glw)
AR
| |
| |
| |
O We We2 w O w
Filtre idéal Filtre réel d'ordre 2
Filtres réjecteur de bande (coupe-bande) :  [wq; we] est la bande coupée.
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G(w)
G(w)
1l
1|1
1
0 We1 We2 w O w
Filtre idéal Filtre réel d'ordre 2
Filtres déphaseur :  garde G constant mais il produit un déphasage entre us et ue.

4.c. Diagrammes de Bode

Gain en décibel Gy : Le gain en tension G = |H(jw)| = % peut varier dans un tres large domaine st
le filtre est actif.

Définition : on définit le gain en décibels (dB) par la relation :

Gas = 20log G(w) = 20 log(|H(jw)[)

&

Bande passante a —3 dB :  soit G(max) le gain maximal en tension du filtre.
Les pulsations de coupure w, = 25f, sont les pulsations pour lesquelles

G(max) G(max)
G = & Gy =20log G = 20log — == = 20log G(max) — 20loqV/2
7 T g 9=/ g G(max) g
= w=w < Gy = Gyg(max) — 3 dB cest le gain en dB maximum —3 dB.

Définition : diagrammes de Bode d'un filtre : c'est la représentation de sa fonction de transfert
H(jw) = G(w)e/*“) : deux courbes.

Afin de visualiser les variations de G(w) et ¢(w) sur un grand domaine de fréquence, on trace ces fonctions
en fonction de log w.
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Courbe de réponse en Gain Courbe de réponse en phase :
Ggp en fonction de logw @ en fonction de logw
Gap(w) P(w)
0 log w 0 log w
Echelle logarithmique Echelle semi-logarithmique
Avantages :

e Crande lisibilité pour une plage de fréquences trés vaste.
e Tracé asymptotique tres facile et fiable (voir plus loin).

Il Exemples de filtres du premier ordre

1. Filtre passe bas du premier ordre : exemple du quadripéle RC.

2. Filtre passe haut du premier ordre.

2.a. Montage et comportement asymptotique

Il suffira de permuter R et C dans le montage précédent :
le=0i=0

i.=0

le

Us = Ue

Circuit HF
e Pour w — 0, le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert, i =0 et U; = Ri = 0.
e Pour w — 00, le condensateur se comporte comme un interrupteur fermé et U, = U..

Il s'agit d'un filtre passe haut.

2.b. Fonction de transfert

(. = i et on retrouve un pont diviseur de tension :

H(jw) = R ___JjRCw _ jw% _ avec x = 2 w—1
VYT RYZ T T jRCo T T4 jE T T jx “w YT RC

La fonction de transfert d'un filtre passe bas du premier ordre peut toujours se mettre sous la forme :

jXCb

1+ jx

H(jw) = Forme canonique

avec .
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e x = .= la pulsation réduite (sans dimension).
e (i la valeur maximale de G, atteint quand x > 1

2.c. Fréquence de coupure :

: Jx x| X
G(w) = |H(jw)| = —| = — =
() = [HGul| = |2 = =
et x, = —zg est telle que
G(max) 1 X 1

2.d. Diagrammes de Bode :

Réponse en gain

X
Gy = 20log G = 20 log = 20logx — 10log(1 + x?)
V1 + x?

Diagramme asymptotique :
e Asymptote basses fréquences : Quand w < wp, x — 0, logx — —oco et Gyg — 20logx—201log1 =
20log x : droite de pente + 20 dB/décade.

e Asymptote hautes fréquences : Quand w > wpy, x — o0, logx — oo et T+ x? — x? soit Gy =
20log x — 10log(1 + x?) — 20logx — 10log x* = 0 : droite horizontale.
Gas

—1 0 1 log x

—20

Asymptote de pente +20 dB paf” décade

'écart maximum entre les asymptotes et la courbe réelle est de —3 dB, il est atteint en x = 1.

Réponse en phase

¢ = arg(H(jw)) = arg ] fjx =arg jx —arg(1+ jx) = ¢ = g — arctan x
soit la méme courbe que plus haut, simplement translatée de 7.

¥

7

%

\Y
\Y

O log x
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2.e. Caractére dérivateur du filtre

idue(t)

Un filtre électrique se comporte en dérivateur st us(t) = - =g avec wo une constante.

dt
En régime sinusoidal, cela revient a ug = iJ—ijue soit une fonction de transfert

. Us LW
H(jw) =

Ue Wo

avec x la pulsation réduite x = wio

Un dérivateur est donc caractérisé par :
e Un gain Gyg = 20log x : droite de +20 dB par décade.
e Une phase ¢ = +7.

D'ou le diagramme de Bode :
Gap

-1 0O 1 log x

ST
<

log x

|
NS

Pour notre filtre RC,

. X
Hljw) = 1 —jf— Jx

Nous obtenons ces caractéristiques pour x < 1, en effet, 1 + jx =~ 1 et H(jw) = jx.

On vérifiera en TP que ce circuit devient dérivateur si w < 3.

[l Exemples de filtres du deuxiéme ordre

1. Filtre passe bas d'ordre deux

2. Filtre passe haut d'ordre deux.
2.a. Montage

Circuit RLC avec L en sortie ouverte.

PCSI, 2024 — 2025
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2.b. Comportement asymptotique

Basses fréquences Hautes fréquences

ur =0 uc=u. up =0 wuc=0
— T i=0 — = =0
| L | E—
] S o ) S —
R ¢ R
Ue us=0 Ue L\ |Us=Ue

Conclusion : il s'agit bien d'un filtre passe haut.

2.c. Fonction de transfert

La sortie étant ouverte, on retrouve un pont diviseur de tension.

7 jlw LC(jw)? —x?

H(jw) = = = = -
H(jw) 7 R+fLW+,’CLw RCwj— LCw? + 1 1—X2+/%

ISHIES

2.d. Diagramme de Bode

Réponse en gain
2

, X
Glw) = |H(jw)] = :
(1=x)+ &
Gain en décibels : Gy = 20log G(w) = 20 log X722 = 40log x — 10 log((1 — x?)? + 5—22)
(x4

e Asymptote en basses fréquences : w — 0, x — 0 et logx — —o0 Gy = 40logx — 10log((1 —
X%+ 6—22) ~ 40logx — 10log1 = 0 : droite de pente 40 dB par décade.

e Asymptote en hautes fréquences : w — 00, x — oo et logx — oo (1 — x%)? = x* > 6—22) d'ol

Gaz = 40log x — 10log((1 — x?)? + 5—22) ~ 40logx — 10log x* = 0 : asymptote horizontale.

e Pour x = 1 soit w = wp, Ggg = 40log1 — 10log((1 — 1) + (13—22) = —10[09& = 20log Q
['écart entre la courbe asymptotique et la courbe réelle augmente quand Q augmente.
Gas

—1 NO T log x

—40

Asymptote de¢/pente 40 dB par décade

S

0=01 0 O =4

Remarques :

e L a courbe du passe haut est la symétrique de celle du passe bas par rapport a l'axe vertical.

e On a une résonance en tension aux bornes de la bobine si QO > %
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e Pour un bon passe haut, il faut que G soit constant aprés w, la pulsation de coupure, on aura donc
intérét & prendre Q ~ -

<

Réponse en phase

. 1%

) = arg(— 5
T

p = org(Hju) = arg )= 2~ arcten O(x — )

On remarque que @py = 7 + @pp, on déduit donc la courbe du passe haut de celle du passe bas en
ajoutant simplement 7.
Diagramme asymptotique :

e Asymptote basses fréquences : x — 0, logx — —oo, H — —x? et @ — i : droite horizontale.

e Pour w=wp, x =1, logx =0et p =7

e Asymptote hautes fréquences, x — oo, logx — oo, H — 1 et ¢ — 0 : droite horizontale.

¥
T

log x

0=0,1 0=1 0=4

3. Filtre passe bande d'ordre deux

4. Filtre coupe bande d'ordre deux
4.a. Montage et comportement asymptotique

Circuit RLC avec LC en sortie ouverte.

BF
o ic=0 lo io=0
R ¢ R
. C
Up ! Us Ue Us = U,
i=0

)

e Aux basses fréquences : le condensateur se comporte comme un interrupteur ouvert, on a donc
i=0 ur=0c¢etus=u,.

e Aux hautes fréquences : la bobine se comporte comme un interrupteur ouvert, on a donc i = O,
up =0etus=Ri=u,.

Conclusion : il s'agit bien d'un filtre coupe bande.
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4.b. Fonction de transfert

. Us Zic 1— LCw? 12
H(]UJ) Uz - [ 2 - 2 X
U Z  RCwj—LC?+1 T—x+j5
4.c. Diagramme de Bode
Réponse en gain
: 11— x?|
Glw) = |Hjw)] = 2
(1=x)+ &
Galn en décibels : Gy = 20log G(w) = 20log —==L— = 201log |1 —x’| — 10log((1 —x)* + &)

2
(17)(2)24*&

Asymptote en basses fréquences : w — 0, x — 0 et logx — —o0, Gy = 20log |1—x?|—10log((1—
x°)? + 6—22) ~ 20log1 —10log1 = 0 : asymptote horizontale.

Asymptote en hautes fréquences : w — oo, x — o0 et logx — oo, (1 — x?)? = x* > 5—22 d'ol

Gag = 20log |1 — x?| — 10log((1 — x?)* + 6—22) ~ 40logx — 10log x* = 0 : asymptote horizontale.

e Asymptote centrale : Pour x — 1 soit w = wy, |(1 — x%)?| = 0, Gy = 20log |1 — x?| — 10 log((1 —
12)? + 10—22) — —o00 : droite verticale.
0 Gas
log x
Q=01 Q=5 Q=4

Bande coupée on retrouve également Aw = w, —wy = 44 : la largeur de la bande est donc inversement
proportionnelle au facteur de qualité.

Réponse en phase

1 — 2
X —) = arg(1 —XZ)—arg(1 —)(2—1—/‘i

1—X2+j5 Q)

¢ = arg(H(jw)) = arg(

etarg(1 —x?) =0six < 1Tetarg(l—x?) =msix>1
On remarque que @rg = @pp st x < 1 et gpg = 71+ @pp st x > 1, on déduit donc la courbe du réjecteur
de bande de celle du passe bas en ajoutant simplement 0 si x < 1 et 7 si x > 1.

Diagramme asymptotique :
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e Asymptote basses fréquences :

Quand x — 0, logx — —oo et ¢ — 0 : droite horizontale.
e Asymptote hautes fréquences :

Quand x — oo, logx — oo et ¢ — 0 : droite horizontale.
o Six— 17, cp—>0—arg(é) =3

® Six =1 ¢ —m—arg(§) =3

STE]

log x

|
IR

Q=01

Q
I
S
Q
I
N
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