Corrigé du DS5

Probléme 1

Premiére partie : convergence de séries par transformation
d’Abel

Q1. Soit n € N,
n

Sy = agbo + Zak(Bk — Bi—1)
k=1

n n
agbo + Z ap B + Z arBr_1 (décalage d'indice dans la derniére somme)

k=1 k=1
n n—1
= apby + Z ar By, + Z aky1By
k=1 k=0
n—1
=agby + Y _(ax — axs1)Bk + an By
k=1
n—1
= (ar — ars1)Bi +anB,  (car by = Bo)
k=0
Donc :
n—1
pour tout entier naturel n non nul, S, = Z(ak — ag41)Br + anBy.
k=0

autre solution : en remarquant que Vk € N, By, = By4+1 — bi+1,

i
L

(ax — ax+1)Br + an By,

(]

E
I
3 ©
|
-

(]

(%Bk — ap41(Bry1 — bk+1)> + a, By,

1T
—= O

n—1
= (akBk - ak+1Bk+1)) + ) apq1begr + an By
k=0

=
o

(somme télescopique premiére somme et décalage d'indice 2e somme)

= agBo — an B, + Z arby + a, B,
k=1
= Sn (car bo = B())

Q2. On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de
limite nulle.
Soit n € N, on reconnait une somme télescopique :

n

(ag — k1) = ap — Gpp1 ——> ap — 0
n—-+oo

k=0
en particulier :
la série Z(ak — ap41) converge.
E>0
La suite (Bj)nen est bornée, donc : (ar, — ar+1)Bry = Ofap — ags1), et la

k—>_+oo
suite (an)nen est décroissante donc (@, — an41)nen est positive, de plus la série
> (ar —ag+1) converge, donc par comparaison de séries & termes positifs, la série
> (ar — ag41)Bx converge absolument, donc converge (série complexe).

De plus a,, —— 0 et (B )nen est bornée, donc a, B, —— 0; donc d’aprés
n——+oo n—-+00

la transformation d’Abel,

la série E anpby, converge.
n>=0

Q3. Exemple.
Dans cette question, 6 est un réel différent de 2k7 (k € Z) et a € R.
Donc e # 1, et par somme d’une série géométrique de raison e? # 1 :

n
pour n entier naturel non nul, E e
k=1

in6
ko _ eial —¢
o 1—eif

On pose : Vn € N*, a,, = n% et b, = e, Donc, Vn € N :

Db
k=1

donc, la suite (B, )nen est bornée. On distingue 2 cas :

1 cas : a >0
donc (an)nen est décroissante de limite nulle. Donc d’apres la question Q2,
la série > 6:;9

2iéme cag <0

;. in . N
la série D &= diverge grossiérement.
Conclusion

2
|Bn‘ = < m

converge.

n

einG
la série

n>1

converge si et seulement si a > 0.
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Deuxiéme partie : convergence uniforme de séries

On considére une suite de réels (a,,) et (f,) une suite de fonctions définies sur une
partie A de C et a valeurs dans C.

n
On pose, pour tout z € A et pour tout entier naturel n, F,(z) = Z Tr(2).
k=0

On suppose que la suite (a,,) est décroissante de limite nulle et qu’il existe M € RT,
tel que pour tout z € A et tout n € N, |F,(2)| < M (on dit que la suite (F,) est uni-
formément bornée).

Q4. Pour tout z € A, |a, F,,(2)| < a,M, donc ||anFy| o 4 < anM. Or ay, —+> 0,
’ n——+0oo

donc d’apres le théoreme des gendarmes : ||an Fy| o 4 —+> 0, donc :
’ n—-+00

‘ la suite (a,,F},) converge uniformément sur A. ‘

La suite (an)nen est décroissante, donc Vn € N,a, — a,+1 > 0, donc pour
tout z € A, |(an — ant1)Fn(2)| = (an — any1) |F(2)| < (an — any1)M. Donc :
(an — ant1Fullo 4 < (an — angy1)M or d’aprés la question Q2, la série
S(an — ant1) cohverge, donc par comparaison de séries & termes positifs, la
série Y |[(an — ant1)Fnll, 4 converge, donc

la série de fonctions g (ar — ag+1)Fk converge normalement sur A.
k>0

Q5. On sait que (a, Fy, ) nen converge uniformément sur A et Y (a, —ay,11)F, converge
normalement, donc uniformément sur A; et d’apres la transformation d’Abel
Sp = (an — aps1)Fyn + an B, done

la série de fonctions g an frn converge uniformément sur A.

Troisieme partie : convergence uniforme d’une série entiere

Q6. Si Z a,z" est une série entiere de la variable complexe de rayon R > 0, la série
n>=0
converge normalement, donc uniformément sur tout disque D(0,7) de centre 0
et de rayon r € ]0; R[.

Z?’L
Dans la suite du probléme, on considere la série entiere de la variable complexe Z —
n>1 Vﬁi
de rayon 1.

Q7. Supposons par 'absurde que la série entiere \I/—% converge uniformément sur

]-1;1].

Q8.

Qo.

Soit n € N*, donc 2~ —— -, donc d’apres le théoréeme de la double limite,
Vvn r—1 Vn

+m n
3 ﬁ converge et 21 = — 3 ﬁ Or Y ﬁ est une série de Riemann

n— z—1
divergente, d’ou la contradiction.

Donc :

la série de la variable réelle E T
n
n=1
Z’ﬂ
] — 1,1 ( en particulier la série E —— ne converge pas uniformément
vn
n>1

sur D).

ne converge pas uniformément sur

n too .
Autre solution, utiliser le fait que x — 7 est bornée sur |-1;1[et x+— > &=

n=1
n’est pas bornée sur |—1;1[ (& justifier : plus long).

On pourra confondre un point de R? et son affixe.

pour « € |0, 5 [, on note D, 'ensemble des complexes z, tels que |z| < 1 et dont
la partie réelle vérifie Re(z) < cos .

Représenter géométriquement I’ensemble D, dans un repére orthonormé du plan.

attention da ne pas confondre abscisse et ordonnée...

L’application :

f : R?
(z,y) — 2%+y

sont polynomiales donc continue sur R2?, donc
{(z,y) e R? | 2® + 37 <1} = [~ (—o00;1))
est un fermé de R? car image réciproque par f du fermé de R : |—o00;1] et
{(x,y) eER? |z < cos(a)} = g *(]—00;cosla)

est un fermé de R? car image réciproque par g du fermé de R : ]—o0 ; cos a]. Donc
comme intersection de fermés :

Dy ={(z,y) e R?, 22 + 4> < 1} N {(z,y) € R?, 2z < cosa} est une
partie fermée de C.

De plus D, est bornée car inlus dans la boule de centre 0 et de rayon 1 pour la
norme euclidienne sur R? et R? est de dimension finie, donc

D, est une partie compacte de C.
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Q10. Soit z € D,, on note x = Rez. Par somme d’une série géométrique de
z#1 (car x < cosa < 1) :

1_Zn+1
F, =|—
Rl = 12
14%|Zn+1’
-]
< —2 — (YweC, Re(w)| < [u])
Slre(T—z)] W E RIS v
2
< — (zEDadoncxgcosagl)
1—2x
2

<—"
1 — cosa

raison =224+ (x+y)? >0
Supposons par 'absurde 2% + (z+y)? = 0 (somme nulle de termes positifs), donc
22=0et (x+y)?>=0,doncx=0ety=0:dou la contradiction.
Donc : XTAX > 0.
Conclusion

2 1
11

la matrice A = ( ) est définie positive.

Caractérisation spectrale

Q13. Enoncer et démontrer une condition nécessaire et suffisante sur les valeurs
propres d’une matrice symétrique réelle pour que celle-ci soit définie positive :
question de cours.

Q14. La fonction polynomiale associée a P est dérivable sur R et pour tout x € R :

pour tout z € D, et tout entier naturel n, si x = Re(z) :

P'(z) =32 =122+ 9 =3(z — 3)(z — 1).

|Fu(2)] < 2 < 2 on en déduit son tableau de variations :
1—=z 1 —cosa
T —00 1 3 400
Q11. Soit a €]0; 5[, d’apres la question Q14, la suite de fonctions (F),)nen est uni-
formément bornée sur D,, de plus la suite (ﬁ)neN* est décroissante de limite P'(z) + 0 _ 0 +
nulle, donc d’apres la question Q5 :
1 +00
Z’I’L
la série entiere —— converge uniformément sur tous les compacts
Z \/ﬁ g P P / \ /
D, (pour o € ]0,%). 50 —4
La fonction P est strictement croissante et continue sur |—oo;1] et

Probléme 2

lim, o P(z) < 0 < P(1), donc d’aprés le théoréme de la bijection, P admet
une unique racine a; € |—00; 1[, de méme P admet une unique racine oy € ]1; 3]

Le but de ce probleme est de démontrer et utiliser plusieurs criteres pour prouver et une unique aj € ]3; +oo[. Donc :

qu’une matrice symétrique réelle est définie positive. On rappelle que, pour un entier
naturel non nul n, une matrice symétrique M € M, (R) est dite définie positive si et le polynéme P(X) = X3 — 6X2 + 9X — 3 admet trois racines réelles

seulement si :

VX € M, (R)\{0}, XTMX >0.

Q12. Soit X = <Z) € My (R)~ {0},

T o 2x+y
X AXf(a? y)<x+y>

= 222 + 2zy + v>

distinctes.

Pour tout = € R, par développement par rapport a la premiere ligne,

r—1 0 -1
xplz)=| 0 -2 -1
-1 -1 z-3

r—2 -1 0 -2

iR x—3‘1‘—1 —1‘

=(z—1)(2® -5z +5)—z+2
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= P(x)

On a montré que P admet 3 racines réelles distinctes, de plus P(0) = -3 <0 =
P(aq) et P est strictement croissante sur |—oc; 1], donc ay > 0. Done, toutes les
valeurs propres de B sont strictement positives et B est symétrique réelle, donc
d’apres la caractérisation spectrale :

B est définie positive. ‘

Un critére en dimension 2

Dans cette partie, on souhaite démontrer la caractérisation suivante :
Une matrice symétrique M € Mo (R) est définie positive si et seulement si sa trace
et son déterminant sont strictement positifs.

Q15. Soit M une matrice définie positive, donc d’apres le théoréme spectrale M est dia-
gonalisable, en particulier son polynéme caractéristique est scindé. Donc tr(M)
est la somme des valeurs propres de M et det M est le produit des valeurs propres
de M ; or M est définie positive, donc ses valeurs propres sont toutes strictement
positives. Donc :

une matrice définie positive M de taille quelconque vérifie toujours
Tr(M) > 0 et det(M) > 0.

Q16. Soit M € Ms(R) symétrique telle que det M > 0 et tr M > 0. D’apres le théo-
reme spectral M est diagonalisable, donc son polynome caractéristique est scindé.
Notons «a, 3 les valeurs propres de M avec multiplicité. Donc : det M = a8 > 0
donc « et B sont non nulles et de méme signe, de plus tr M = o+ 5 > 0, donc
a > 0et 8> 0. Donc d’apres la caractérisation spectrale, M est définie positive.

une matrice symétrique M € Ms(R), dont la trace et le déterminant
sont strictement positifs, est définie positive.

Q17. Soit la matrice diagonale : M = diag(—1,—1,3), donc M est symétrique réelle,
detM =3 > 0 et tr(M) = 1 < 0, mais (—1) est une valeur propre de M

Le critere de Sylvester

Dans cette partie, on étudie le critere de Sylvester, valable en toute dimension.
Pour une matrice carrée quelconque M = (mm)i’je[[l’n]] € M,(R) et un entier
k € [1,n], on définit le k-iéme mineur principal comme étant le déterminant de la
matrice My, = (mixj)i,je[[l,k] € M (R). On précise qu’une matrice carrée de taille n
possede n mineurs principaux.

1 0 1
Par exemple, les trois mineurs principaux de la matrice B = 0 2 1 de
1 1 3
. . . . 10
la question Q14 sont les déterminants des matrices B; = (1), Bs ( 0 2 et
1 01
Bs=B=1| 0 2 1
1 1 3

On dit qu’une matrice vérifie le critere de Sylvester si tous ses mineurs principaux
sont strictement positifs. On souhaite alors démontrer la caractérisation suivante :

Une matrice symétrique réelle est définie positive si et seulement si elle vérifie le
critére de Sylvester.

Par exemple, pour la matrice B de la question Q14, on constate que :

det (B1) = 1> 0,det (Bz) =2 >0 et det(B3) =3 > 0.
La matrice B vérifie le critere de Sylvester, elle est donc définie positive.

Q19. erreur d’énoncé : on ne peut pas imposer X mon nul si on ne suppose pas Xy
non nul, contre ex avec M = I,, et Xi = 0, il n’eziste pas de X non nul tel que

X'I,X=0...
On fixe une matrice M € #,(R), un entier k € [1,n], ainsi qu’un vecteur
L1
colonne Xj, = € My 1(R).
Tk
L1

On pose X = az)k = (OXk ) € M, 1(R). En effectuant les calculs matriciels
n—k

négative ; donc d’apres la caractérisation spectrale, M n’est pas définie positive.
par blocs :
Le résultat de la que;s}:crirolélt ggicfsdgrét;j R’f;vu.ux pour les matrices XTMX = (X7 0) ( ]\i[k :) ( )g k>
Q18. (question supprimée) - (X’j 0) (Mk*Xk>
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= X, My X

Conclusion :

QT MQ sécrit par blocs
( éwﬂ*l 0”51’1 ) avec 3 > 0.
1,n—1

le vecteur X est tel que : Q22. Montrons par récurrence : Vn > 2 :
XT My Xy = XTMX. P(n) :si M € Mn(R) .est symétrique réelle et vérifie le critére de Sylvester,
alors M est définie positive.
. L . Initialisation : pour n = 2,
Q20. On suppose M € ./\/ln'(R\) définie p'os1t1ve’. ,Sorc ke[l;n]et Xy € ./\/lkjl(R)\{O}. P(2) est vraie d’aprés la question Q16.
Le vecteur X construit a la question précédente est alors non nul et : Heérédité : soit n € N, tel que n > 3 et P(n — 1).
X7 MpX), = X TMX >0 On suppose que M € Mn(R) est /symétriqt,le' réelle eF Yériﬁe le critére de Sylves-
ter. Donc M,, ;1 est symétrique réelle et vérifie le critére de Sylvester, donc par
car M est définie positive ; cela est valable pour tout Xy € My, 1(R)\{0}. Donc, hypothese de récurrence, M, est définie positive.
M, est définie positive, donc d’apres la question Q15, det My, > 0 (valable pour D’{fxpres la question précédente, il existe une matrice inversible @ telle que
tout k € [1;n]). Donc : Q' MQ = diag(M,—1, ).
Y Y
Soit X € M,, 1(R)\{0}, on pose =Q'X,donc: X =Q x et
toute matrice symétrique réelle définie positive vérifie le critere de n1(R)> {0} P (Z ) @ @ (a)
Sylvester. v
XTMX=Q(Y 2)'MQ(Y =) — (Y 2)QTMQ ( )
Q21. La matrice M,,_; est définie positive, donc de déterminant strictement positif, z
donc M,,_1 est inversible. On pose V = — ;_11U, donc : M,, iV +U = 0. M,_1 O Y
= (¥ 2)
Donc : 0 B z
=Y "M,_\Y 2
il existe un vecteur colonne V'€ M,,_1 1(R) tel que M,,_1V +U = 0. ‘ 1Y+ Bz
Or X # 0 et @ est inversible, donc (g) =# (0, donc Y et z ne sont pas tous deux
- I, O\ (M, ; 0 nuls; or Mn — 1 est définie positive; donc : X "MX =Y M, _Y + Bz > 0.
Q MQ= < VT 1) ( UT UtV + a> (car My 1V +U =0) Donc M est définie positive. D’out P(n + 1).
Conclusion : par principe de récurrence :
(" o)
0 UV +a toute matrice symétrique réelle vérifiant le critére de Sylvester est
définie positive.
car M, est symétrique donc : V' M,, 1 +U" = (M, 1V + U)T = 0. On pose
8= UTV + a. Montrons que 8 > 0. Q23. La matrice C(x) est symétrique réelle, les mineurs principaux sont : 2,1 1— 222
De plus, la matrice Q est diagonale par blocs, donc : det Q = det I,,_; xdet1 = 1. donc d’apres le critere de Sylverster :
Donc : P D . 11
det(QTMQ) = det(QT ) det M det Q = det M > 0 C(z) est définie positive si et seulement si z € ]fﬁ 5l
et, comme Q' MQ est diagonale par blocs : 2 2 1 4 5
- 2 3 -1 1 -1
det(Q MQ) = det(M,—1) x 8 Q24. La matrice 1 -1 1 3 1 est symétrique; sont troisiéme mineur
det M 4 1 3 5 0
or det(Mn_1) > 0, donc § = et M1 > 0. 5 —1 1 0 1
Donc : principal est strictement négatif, donc d’apres le critére de Sylverster,
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Q25.

Q26.

cette matrice n’est pas définie positive. ‘

Soit z,y,z € R

3 3
4x2+y2+22+2xy—3xz:(x+y)2+(§x—z)2+zx2

positif et non nul si (z,y, z) # (0,0,0).
\/§ 1 0O --- 0

1
Soit n € N* et S, = 0o . . .0 € M, (R). Donc S, est sy-

R |
0 --- 0 1 3
métrique réelle et ses mineurs principaux sont les déterminants des matrices S
pour k € [1;n].
2
det S; = V3 et det Sy =3 —1=2.
Soit k£ > 3, en développant suivant la derniére colonne :

Sk—2 0

det Sy = V3det S_; — 1det( 0 1

) = V/3det Syp_1 — det Sp_».
Donc la suite (det S, )nen vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2 a
coefficients constants, on en déduit :

det S5 = v/3,det Sy = 1,det S5 =0

(on n’a pas eu besoin de calculer le terme général de la suite pour pouvoir
conclure).

D’apres le critere de Sylverster,

‘ S, est définie postive si et seulement si n > 4.
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