Algébre - Chapitre 10

Espaces vectoriels : généralités

Dans tout le chapitre, K désigne R ou C.

I Structure d’espace vectoriel
1) L’exemple de K"

a) Rappels et notations
QZ/ Définition :
| Soit E un ensemble. Pour tout n € N*, on note E" I’ensemble £ X E x ... E.
————
n fois

» Dans ce chapitre, ’ensemble E sera ’ensemble K.

» Les éléments de E"™ sont appelés n-uplets d’éléments de E (ou n— listes en
dénombrement et probabilité...).

» Siu= (x1,z9,...,2,) est un n—uplet, on dit que x1,x9,...,x, sont les composantes
du n-uplet.

» Dans K", le n-uplet (0,0,0,...,0) est noté Ogn (lire : "zéro de K"").
b) Addition

On munit K™ de I'opération d’addition de la fagon suivante :

Définition : Loi "+"

Soient u = (x1,%2,...,2Tn) et v = (y1,Y2, . .- Yn) deux éléments de K".

On définit 'opération u 4+ v par :
ut+v=(r14+y,x2+y2, ..., Tn+Yn).

Autrement dit : on additionne composante par composante.

» Comme u et v sont des éléments de K", on dit que 'opération + est "interne".
» On remarque que u+ v € K" : on dit que K" est stable par addition.

Exemple :
siu=(1,4,5,6) et v=(1,-2,4,-3), alors u + v =

) Propriété 1 :
Soient u,v et w trois n-uplets de K", alors on a :
(i) (u+v)+w=u+ (v+w) (associativiteé),
(ii) w+ v = v+ u (commutativité),
(iii) w4+ Ogn = u (Ogn est neutre pour +),
(iv) il existe z € K" tel que u+ = = Ogn (z est Popposé de u).

> Preuve : Immédiat en utilisant les propriétés de 1’addition dans K. N



c) Multiplication par un "scalaire"

On munit K" d’une opération de multiplication par un nombre de la maniére suivante :

gf Définition : loi "."

Soit u = (x1,x2,...,2,) € K" et A € K, alors on définit le n-uplet Au par

A= (Az1, A\T2, ..., Axy)

» Comme \ n’appartient pas a K", on dit que 'opération est "externe".

» On observe que Au € K" : I’espace K" est stable par multiplication par un scalaire.
Exemple :
siu=(0,1,-2), alors 3u =

) Propriété 2 :
Soient «, B € K, u et v deux éléments de K", alors on a :
(i) (a+ B)u = au + Pu (distributivité a droite),
(i) a(u+v) = au+ av (distributivité a gauche),
(iii) a(fu) = (af)u (associativité),
(iv) l1.u = u (neutre pour la multiplication).

> Preuve : Encore une fois immeédiat via les propriétés de multiplication des réels. N

On peut "combiner" la somme et la multiplication externe pour faire des combinaisons
linéaires :

Définition : combinaison linéaire

Soient u et v deux n-uplets. On appelle combinaison linéaire de u et de v tout n-uplet
w 8’écrivant

w = \u-+ v

oll A et v sont des éléments de K.

Exemples :
» 3(1,0,2) —2(—1,3,2) est une combinaison linéaire de u = (1,0, 2) et v = (-1, 3, 2).

» Soit w = (1,—1,1) et v = (2,0,3). Montrons que w = (0, -2,

—1) est une combinaison
linéaire de u et v :



2) Espaces vectoriels

a) Définitions :
Les opérations définies précédemment sont les mémes que celles qui ont lieu sur les vecteurs en
géométrie. On peut les définir de fagon analogue dans de nombreux ensembles, dont K.
Les ensembles qui ont ces propriétés sont appelés "espaces vectoriels". Plus précisément :

Définition : Espace vectoriel
On appelle K—espace vectoriel tout ensemble non vide E muni de deux lois :
¢ une loi + (dite interne) telle que, pour tout u,v,w éléments de F on a :
(i) u+v € E (FE est stable par +),
(ii) w+v = v+ u (commutativite),
(iii) (v +wv) +w =u+ (v+ w) (associativité),
)

(iv) il existe un élément noté Op tel que, pour tout u € E, u+ Op = u (existence
d’un neutre pour +),

(v) Pour tout u, il existe v € E tel que u+ v = Op (existence d’un opposé).

¢ une loi de multiplication (dite externe) par un élément de K, vérifiant, pour tout u,v
de F et tout A, u dans K :

(vi) VA €K, Yu € E, Au € E (E est stable par le produit externe),
(vii) (A4 p)u = Au + pu,
(viii) AMu +v) = Au+ Ao,
(ix) (Aw)u = A(pu),
)

(x) lu=u

,OA noter : VOCABULAIRE
» Par analogie avec la géométrie, un élément v € E est appelé vecteur et est souvent
noté .

» Un élément A € K est appelé scalaire.

» Op est appelé vecteur nul. 1l est parfois noté 0.
Souvent, si il n’y a pas de confusion entre les vecteurs et les scalaires, on abandonne les
fleches au dessus des vecteurs. Ainsi, dire v € F en considérant que F est un espace
vectoriel suffit pour dire que u est un vecteur.

b) Exemples : espaces vectoriels de références a4 connaitre!

L’ensemble K" :

Muni de ’addition et de la multiplication telles qu’indiquées en début de chapitre, I’ensemble
des n—uplets de K est un espace vectoriel.

Le vecteur nul est

Cas particulier : C et R

Les ensembles scalaires sont eux méme des espaces vectoriels : C est un C-espace vectoriel, et
R est un R-espace vectoriel.

C peut également étre vu comme un R-espace vectoriel, puisque les propriétés de multiplications
par un réel sont les mémes....

En revanche R ne peut pas étre vu comme un C espace vectoriel puisqu’il n’est pas stable par
multiplication par un complexe.



L’ensemble M,, ,(K) :

On a vu que pour additionner deux matrices de méme taille, on additionnait terme & terme
pour obtenir une matrice de méme taille. De méme, on a défini la multiplication par un scalaire
en multipliant tous les coefficients de la matrice.

Toutes les propriétés vues l'espace vectorielle K" sont vérifiées avec M,, ,(K), qui est donc un
K-espace vectoriel.
Le vecteur nul est alors

L’ensemble K[X]| des polynémes :
On a vu que la somme de polynoémes est un polynéme, de méme que la multiplication par un
scalaire.

On a a nouveau les dix propriétés de 1’espace vectoriel et donc K[X] est un espace vectoriel.
Le polynéme qui joue le réle du vecteur nul est

L’ensemble des applications d’un ensemble E dans un espace vectoriel F, noté F”
Soient £ un ensemble et F' un K-espace vectoriel.

Soient f et g deux applications définies sur F & valeurs dans F'.

On définit f + ¢g comme étant 'application x — f(z) + g(z),

et pour tout A € R, on pose A\f : z +— Af(x).

On peut alors vérifier les 10 propriétés définissant un espace vectoriel, par exemple :

Le vecteur nul est

L’ensemble des suites réelles ou complexes
C’est un cas particulier de 'ensemble F¥ ot F = N et F = K. C’est donc un espace vectoriel
et le vecteur nul est



c) Combinaisons linéaires

W Définition : Combinaison linéaire (généralisation)

Soit p € N* et soient ui,ug,...,u, p vecteurs d'un espace vectoriel F.
On dit qu’un vecteur u est combinaison linéaire des vecteurs up, us, . .. up si et seulement
si il existe A1, Ag,..., Ay € K tels que

p
U= AU + Aug + ... /\pup = Z/\Zuz
=1

On note Vect(ui,ug,...,up) l'ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs
U1, U2, ..., Up, Ou encore, si on pose F = (u1,ug,...,up), on peut le noter Vect(F).

Exemples :
» (2,1,0) est combinaison linéaire de (1,0,0), (0,1,0) et (1,1,0) :

2 -3 0
» Lamatrice[ 0 2 —3 | estcombinaison linéaire de I3 et d’'une matrice NV niplotente :
0o 0 2

» P(X)=X%+3X —1 est combinaison linéaire de

En fait, tout les polynomes de Ky[X] sont des combinaisons linéaires de X2, X et 1 :

Ainsi Ko[X] = Vect(

() Au secours ! VECT... COMME VECTEUR ?
La notation Vect(uq,ua,...,u,) est ambigiie : il s’agit bien d’'un ensemble de vecteurs,
et pas d’un seul. Il faut le voir comme "I’ensemble des vecteurs fabriqués & partir de
U, - - - ,up”.



II Sous espaces vectoriels

Dans toute cette section, F désigne un K-espace vectoriel.
1) Généralités :
a) Definition

Définition : Sous espace vectoriel

Soit F' C E. On dit que F est un sous espace vectoriel de F si et seulement si ¢’est un
ensemble non vide et stable par combinaison linéaire, ¢’est-a-dire :

(i) F#0
(i) Yu,v e F,VA\,pe K, Au+ pv € F
) Propriété 3 :

< Si F est un sous espace vectoriel de F, alors Og € F

> Preuve :

Définition alternative :
On peut avoir besoin d’une caractérisation plus longue a priori, mais parfois plus simple :
Proposition 1 :

F est un sous espace vectoriel si et seulement si
(i) Og € F (F contient le vecteur nul)

(ii) pour tout vecteur u,v de F, 4+ U € F' (stabilité pour la loi +)
(iii) Pour tout A € K, pour tout @ € F, \i € F (stabilité pour la multiplication externe)

> Preuve :



) Propriété 4 :
< Soit F un sous espace vectoriel de E, alors F est lui méme un K-espace vectoriel.

> Preuve : Les propriétés de stabilités sont dans la définition d’un s.e.v. Pour les autres pro-
priétés (commutativité, etc...), elles proviennent directement du fait que si u € F, alors u € E,
donc toutes les propriétés de E se "transmettent" & F.

<

b) Exemples :
» L’espace F = {Og} est un sous espace vectoriel de E. On l'appelle sous espace nul.

» Soit u € E, u # Og. Soit F = {Au; A € K}. Alors F est un sous espace vectoriel de F,
appelé droite vectorielle dirigée par u.

» Dans R3, on appelle plan vectoriel tout plan passant par (0,0,0). Un tel plan a pour
équation cartésienne ax + by + cz = 0 avec a, b, ¢ non tous nul.

Autrement dit, un plan vectoriel est un espace de la forme
E ={(z,y,2) € R%az + by + cz = 0}

Montrons que ¢’est un s.e.v. de R? :



» Pour tout n € N, K,,[X] est un sous espace vectoriel de K[.X] :

c) Intersection de sous espaces vectoriels

Proposition 2 :

Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de F, alors F'N G est un sous espace vectoriel
de F également.

> Preuve

Exemple :
Soit ensemble F = {(x,y,2) € R%y = 0et z = 0}. Pour montrer que c’est sous espace
vectoriel de R?, on peut veérifier les propriétés, ou alors le voir comme intersection

Corolaire 1 : généralisation
Soit n € N et soient Fi, Fo, ..., I, des sous espaces vectoriels de F.

n
Alors ﬂ F}; est un sous espace vectoriel de E.
i=1

> Preuve : Par récurrence.... <



/3 Danger ! UNION D’ESPACE VECTORIEL
En général, I'union de sous espace vectoriels n’est pas un espace vectoriel !

Exemple :

Soit F ’ensemble des polyndémes constants et F' ’ensemble des polynémes de la forme a X avec
a €R.

On montre facilement que F et F' sont des s.e.v de I’ensemble des polynémes.
Mais E U F' n’est pas un s.e.v :

2) Sous espace vectoriel engendré
a) Définition

Proposition 3 : definition de sous espace vectoriel engendré

Soient F = (u1,u, ..., up) une famille de p vecteurs de E.
Alors I'ensemble Vect(F) est un sous espace vectoriel de E.
Il est appelé sous espace vectoriel engendré par la famille (u, ua, ... up).

> Preuve



Remarque :

Si un espace vectoriel ' contient les vecteurs wuy, usg, ... up, alors, comme F est stable par com-
binaisons linéaires, il contient nécessairement toutes les combinaisons linéaires des u;, c’est &
dire que Vect(uy,ug,...upy) C F.

Ceci se traduit par la proposition suivante :

Proposition 4 :

Soit F' un sous espace vectoriel et F = (u1,ug, ..., up) une famille de vecteurs de F.
Alors Vect(F) C F.

Autrement dit, Vect(F) est, au sens de l'inclusion, le plus petit sous espace vectoriel

contenant les vecteurs ui, ug, ..., up.

b) Exemples
1. Dans R?, soit e; = (1,0) et ez = (0,1).

2. Soit E = {(z,3z +y,y); (z,y) € R*}.

/OA noter : NON UNICITE !

Des vecteurs différents peuvent engendrer le méme espace.
Par exemple avec e; = (1,0) et ez = (0,1), on a Vect(er, e3) = R?, mais on peut montrer
aussi Vect((0,2),(—3,0)) = R? ou encore : Vect((1,1),(—1,1)) = R?...

10



3) Somme de deux sous espaces vectoriels
a) Généralités

Définition : Sommes de sous espace vectoriel

Soient F' et GG deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
On appelle somme de F' et de G 'ensemble noté F' + G défini par

F+G={u+viue FetveG}
Autrement dit, dire qu’un vecteur w € F + G signifie qu’on peut écrire w sous la forme v + v
avecu € Fetv e G.

Exemples :
» Soit F' = Vect((1,0)) et G = Vect((0,1)).
Tout vecteur (z,y) € K? s’écrit sous la forme (z,y) = z(1,0) + y(0,1) donc K> = F + G
» On peut voir Ko[X] comme étant Kq[X] 4+ Ko[X] :

) Propriété 5 :
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. Alors F + G est un
sous espace vectoriel de E.

> Preuve :

) Propriété 6 :
Soit F un espace un espace vectoriel et F' et G deux sous espaces vectoriels.

§ Si F'= Vect(F) et G = Vect(G) avec F et G des familles de vecteurs, alors F + G =
Vect(FUG)

> Preuve :

11



Exemple :
Soit F = {(z,y,2) €R%2=0} et G = {(z,2,2); 2 € R}

b) Somme directe
W Définition :
Soient F' et GG deux sous espaces vectoriels d’un espace vectoriel E.
On dit que F' et G sont en somme directe si et seulement si pour tout vecteur w de

F + G, il existe un unique u € F' et un unique v € G tels que w = u + v.
On note alors F' @ G au lieu de F' + G.

Proposition 5 :

| F et G sont en somme directe si et seulement si F NG = {Og}

> Preuve :

12



Exemples :

» Avec F = Vect((1,0)) et G = Vect((0,1)), on a F & G = R%
En effet :

» Pour K;[X] + Ko[X] :

c) Espaces supplémentaires
Définition :

Soit E un espace vectoriel. Deux sous espaces vectoriels F' et G sont dit supplémentaires
dans F si et seulement si £ = F @ G.

Autrement dit : tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme somme d’'un vecteur
de F' et d’un vecteur de G.

Exemples :
» Dans R? Vect((1;0)) et Vect((0;1)) sont des s.e.v. supplémentaires.

» Les espaces F = {(z,7,2) € R3 2 =0} et G = {(2, 2, 2); z € R} sont supplémentaires.

13



III Familles de vecteurs dans un s.e.v.

1) Familles génératrices

Un des intéréts des espaces vectoriels est qu’ils peuvent étre construits & partir d’un nombre
restreint de vecteurs : c’est la notion de famille génératrice.

Définition : Famille génératrice

Soit E un espace vectoriel et soit (u1,ug,...u,) une famille de vecteurs de E.
On dit que cette famille est génératrice de E si et seulement si £ = Vect(ui,ug, ... up).

Exemples :
o On a vu que Kp[X] peut s’écrire comme Vect(1, X, X?). Ainsi, les trois polynomes 1, X

et X2 constituent une famille génératrice de Ky[X].
De maniére générale, une famille génératrice de K,,[X] est

o Une famille génératrice de I'ensemble des matrices M,, ,(K) est

o Dans 'exemple 2 page 10, (1,3,0) et (0,1,1) est une famille génératrice de I’ensemble
E = {(z,3z +y,y); (z,y) € R*}.
o Soit E I’ensemble des suites réelles vérifiant w42 = tupy1 + 6uy.

ﬁMéthode : MONTRER QU’UNE FAMILLE EST GENERATRICE
Pour montrer qu’une famille F est génératrice d’un s.e.v F, on peut procéder de la facon
suivante :
» Les vecteurs de la famille sont-ils bien dans £ 7 Si oui, on a déja Vect(uq,...,up) C E

» On considére ensuite un vecteur u € E et on cherche des \; tel que
U= MU+ ...+ AUy

Autrement dit : est-ce que tout vecteur u est combinaison linéaire des vecteurs de F 7.
Si on trouve au moins une solution, et ce quel que soit |w,
alors E C Vect(ui,...,up).

» Par double inclusion, on a alors E = Vect(ui, ..., up).

14



Exemple :

Montrons que u; = (1,2) et ug = (0,2) constituent une famille génératrice de E = R? :

2) Familles libres, famille liées
a) Définition
¢/ Définition : famille liée
Une famille de vecteurs (ug,ua,...,up,) est dite liée si et seulement si on peut avoir
Atur + Aug + ... \pu, = Op
avec au moins un \; non nul.

Exemple :
(1,0,0),(0,1,0) et (1,1,0) constituent une famille liée, car on peut écrire :

(1,0,0) + (0,1,0) — (1,1,0) = (0,0,0)

®Au secours ! CA VEUT DIRE QUOI ?

Cette définition, abstraite, est la facon la plus maniable mathématiquement pour dire
qu’au moins un des vecteurs peut s’écrire comme combinaison linéaire des autres.
En effet, si Adjug + Aoug + ... Apu, = 0 avec par exemple A1 # 0, on a alors

1
)\1U1 = —/\QUQ = 500 = )\pup, d’ou Uy = T(—AQUQ = 500 = )\pup)
1

Ainsi, uy s’écrit comme combinaison linéaire des autres.

Dans l'exemple de la page 4, on a (1,0,0) + (0,1,0) — (1,1,0) = (0,0,0) ce qui est bien
équivalent a (1,1,0) = (1,0,0) + (0,1,0).

Egl\/[éthode : MONTRER QU’UNE FAMILLE EST LIEE
Pour tester si une famille de vecteur uq, uo,

..., up est liée, on résout I’équation suivante,
d’inconnue Aq,...,\, € K :

AUy + Aoug + .. .)\pup =0g

Si on trouve des solutions non nulles, c’est que la famille est liée.

15



Exemples :
» Dans E = R3, la famille (1,4,0), (1,2,1),(—1,0, —2) est lice :

» Une famille de vecteurs qui contient le vecteur nul est toujours liée :

b) Familles libres :

Définition : famille libre

Une famille de vecteurs (u1,us,...,up) de vecteurs d'un espace vectoriel E est dite libre

si et seulement si elle n’est pas liée, c’est a dire si et seulement
/\1u1+)\2uQ+...)\pup:OE:>)\1:)\1:...:/\p:0

Cela signifie qu’aucun vecteur n’est combinaison linéaire des autres.

ngéthode : COMMENT MONTRER QU’UNE FAMILLE EST LIBRE 7
Pour tester si une famille d’'un espace E est libre, on résout I’équation d’inconnue
Al,...,ApEK:

AUl + Aaug + .. .)\pup =0g

Si la seule solution est A\ = A\ = ... = A, =0, c’est que la famille est libre.

16



Exemple :
» Soient u; = (1,0,1), @ = (0,1,1) et uz = (1,1,0).

» Soit F une famille de polynémes de degré distincts, alors la famille est libre :

En particulier, pour tout n € N, la famille (1, X, X2, ..., X™) est une famille libre.
c) Ajout de vecteur a une famille libre
Proposition 6 :
Soient F une famille libre de vecteur F, et u € E.

Alors F U {u} est libre si et seulement si u ¢ Vect(F).
(ou, de maniére équivalente, F U {u} est lié si et seulement si u € Vect(F).)

> Preuve :

17



Exemple :

Soit E = {(z,3z+y,y); (z,
un vecteur u a la famille ((1,3
libre.

y) € R?}. On sait que E = Veet((1,3,0), (0,1,1)) et on veut ajouter
,0),(0,1,1)) de sorte que la famille des trois vecteurs soit encore

d) Cas particulier de 2 vecteurs

Définition :

Soient u et v deux vecteurs de E. On dit que u et v sont colinéaires si et seulement si

AN eR,u = v ouv=>\u.

Exemples :
o Dans R3, (1,2,3) et (2,4,6) sont colinéaires.

o Les polynomes P = X2+ X +1et Q = —X? — X — 1 sont colinéaires.

o Pour tout espace vectoriel E, u = Og est colinéaire a tous les vecteurs.

Propriété 7 :
Une famille constituée de deux vecteurs u et v est liée si et seulement si les deux vecteurs
sont colinéaires.

> Preuve

/6 Danger ! ERREUR FREQUENTE :

Ce raisonnement n’est valable que pour deux vecteurs. Vous pouvez tout & fait avoir 3
vecteurs avec aucun colinéaire aux autres, mais que la famille soit liée quand méme.
C’est le cas des vecteurs (1,4,0),(1,2,1), (—1,0,—2) qui sont liés sans étre colinéaires pour
autant.

3) Bases

a) Définitions

18



WDéﬁnition : base d’un espace vectoriel

On appelle base d’un espace vectoriel F toute famille & la fois génératrice de E et
libre.

Proposition 7 :

On admet pour le moment que si un espace vectoriel admet une famille finie comme base,
alors toutes les bases de cet espace ont le méme nombre d’éléments et on appelle dimension
de E, noté dim(FE), le cardinal commun a ces bases.

Exemples :
» Dans E = K", pour tout k € [1,n], on pose e = (0,...,0,1,0,....0) ou le 1 est la kiéme
composante.

Cette famille est génératrice de F :

Montrons qu’elle est libre :

C’est donc une base de K", et c’est la base la plus naturelle : on appelle "base canonique”
de K.

» Dans Ko[X], on a vu que (1, X, X?) est une famille génératrice et libre. C’est donc une
base de Ka[X] et cet espace est de dimension 3.

De maniére général, pour tout n € N, (1, X, ... X™) est une base de K,,[X].
Ainsi K,,[X] est de dimension

» L’ensemble des polyndomes (sans précision de degré) a une base "infinie" : (1, X, X2 .. )
sans limite de puissance...

19



b) Unicité d’écriture

{@%Theoréme 1:
Soit F = (uy,ug,...,up) une famille libre de vecteurs de E.
Soit u € Vect(F). Alors il existe un unique p-uplet de scalaires (A1, A2,...,A,) tel que

u:)\lul—i—/\qu—i—...—l—)\puP

> Preuve

/OA noter : IL EXISTE UN "UNIQUE" !
Ce qui est important dans ce résultat, c’est 'unicité de 1’écriture.

On sait déja que si u € Vect(F), u est combinaison linéaire des u;. Ce qu’on a obtient en
plus dans le cas ou la famille est libre, c’est 'unicité de cette combinaison linéaire.

c) Coordonnées et représentation matricielle :

Définition : coordonnées

Soit E un sous espace vectoriel et B = (i, us,...,uU,) une base de E. Soit u € E. On
appelle coordonnées de u dans la base 5 'unique n-uplet (A1, A2, ..., A,) € K" tel que

u = z": AUk
k=1

Définition : matrice représentative d’un vecteur

Soit « un vecteur d’un s.e.v E muni d’une base B = (e1,ea,...,¢ep).
Y 9 )
n

Soient w1, 9, ..., x, les coordonnées de u dans la base B (donc u = E Trek)-

k=1
On définit la matrice de @ dans la base B par la matrice colonne

Z1
Matp(u) =

In
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Exemples
» Dans F = R% Soit u = (0,2) et C = ((1,0),(0,1)), on a Mec(u) = < g )

Si on prend comme base B = ((1,1), (—1,0)), alors :

» Dans la base B = ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) le vecteur @ = (2,1,1) s’écrit
(2,1,1) = 1(1,1,0) + 0(0,1,1) + 1(1,0, 1)

Ses coordonnées dans la base B sont donc

» Dans E = Ky[X] avec la base (1, X, X?), le polynome P(X) = 3X%— X +1 a pour matrice

Remarques :
o Lorsqu’on travaille de maniére matricielle, il faudra systématiquement dire dans quelle
base on travaille, sinon, les calculs n’auront aucun sens.

o Lorsqu’on représente les coordonnées de vecteurs sous forme de matrices, on les représente

TOUJOURS avec des colonnes.

o Du fait qu'un vecteur (z1,z2,...,x,) € K" a pour représentation matricielle dans la base
x1
. x2 . .
canonique _ , on identifiera souvent K" et M,, ;(K).
Tn
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