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CORRIGE DU DEVOIR SURVEILLE 5 - Sujet 1

EXERCICE 1 : (CCINP PC 2023)

Q1. Soit (t,x) €]0, +oo[x] — o0, 1].

On a ef > €% = 1 par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R et x < 1.
On en déduit que et —x > 0.

Ainsi, le dénominateur ne s’annule pas sur ]0,+oo[x] — 0o, 1] donc :

la fonction f est bien définie sur ]0,+oo[x] — 0o, 1].

t
Q2. La fonction t = f(t,1) = — 1 est continue par morceaux sur ]0,+oo[ (par opérations).
6 —

+00
Remarquons qu’elle est positive donc il suffit de prouver que l'intégrale f f(t,1)dt converge.
0
En0:Onace - 1 ~ tdonc ltirrolf(t, 1)=1€¢R.
On en déduit que la fonction ¢ — f(t,1) est prolongeable par continuité en 0 donc elle est intégrable
sur ]0,1].

t3 1
En +o00 : On a t*f(t,1) ~ — — 0 par croissances comparées donc f(t,1)= o ( )

t—+oo et t—+o00 t—+o00 t_2
1 ) too ] )
Pour tout ¢ € [1, +oo], = > 0 et l'intégrale f t_zdt converge (Riemann en +oo avec 2 > 1).
1

On en déduit par comparaison que la fonction ¢t — f(¢,1) est intégrable sur [1,+oo].
Ainsi :

la fonction ¢t — f(t,1) est intégrable sur ]0, +oo[.

Q3. La fonction ¢ = f(t,7) = — est continue par morceaux sur |0, +oo[ (par opérations).
6 p—

On a pour tout ¢ €]0,+oo[, 2 <1 donc et =z > e! = 1 > 0 donc par décroissance de la fonction inverse
sur ]0, +oo[ puis produit par ¢ >0, on a 0< f(t,2) < f(¢,1).

Comme la fonction t — f(t,1) est intégrable sur ]0,+oo[, on en déduit par comparaison par inégalité
que :

la fonction ¢t — f(t,x) est intégrable sur ]0,+oo|.

+00
Q4. Montrons que la fonction = — f f(t,x)dt est continue sur | — oo, 1].
0

* Pour tout ¢ €]0, +oo[, la fonction z —

nelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur cet intervalle).

* On a vu que pour tout (¢,x) €]0,+oo[x] — 0o, 1], |f(¢,x)| < f(t, 1) et la fonc-
——
ne dépend pas de =

est continue sur | — oo, 1] (fraction ration-

tion t — f(t,1) est intégrable sur ]0,+oo[.
+o00
On en déduit par le théoréme de continuité des intégrales a paramétres que la fonction x — / f(t,z)dt
0

est continue sur | — oo, 1].
Par produit avec la fonction continue x — z, on en déduit que :

la fonction L est continue sur | — oo, 1].

Q5. La fonction t — te~(*Dtgn est continue par morceaux sur [0, +oo[.
Soit y € [0, +oo].



Comme les fonctions ¢t = t et ¢t = —

16*(””)1‘/ sont de classe € sur le segment [0,y], on a par

. - . n +
Intégration par parties :
(n+1)t 1 - 1 1 Y
f te—(n dt = — e —(n+ )t f (n+1)tdt 6 (n+1)y+ —— ¢ (n+1)t
n+1 0 n +1 n+l1l n+1 0
L S (S VA ;
n+1 (n+1)2 (n+1)2
1

——¢eR
yroo (n+1)2 €

par croissances comparées car n+ 1> 0.
+00
On en déduit que l'intégrale [ te" (™Dt converge et a pour valeur ————.
0 (n+1)2
Par linéarité (produit par z"), on en déduit que :

I’I’L

I'intégrale /; sp(t)dt converge et f R(t)dt = —(n+ 5

Q6. Soit ¢ €]0, +oo].

La série ) (e™'x)" est une série géométrique avec e~z < e < 1 donc elle converge et a pour somme :
n20

+0o » 1
nz:;)(e x) al

X

Par linéarité (produit par te7t), on en déduit que la série Z sn(t) converge et a pour somme :

n20
i te™t t
sp(t) = = .
,;) (*) l-etz e -x
Ainsi :
la série de fonctions Y s, converge simplement sur ]0,+oo[
n20
+ 00
et Vt€]0,+oo[, Y s,(t) = f(¢,x).
n=0

x?’L

1 1
Q7. On a pour tout n € N*, 0 < |—| < — et la série Z — converge (Riemann avec 2 > 1).
n n

n>1

On en déduit par comparaison par inégalité que :

s mn
la série ) — converge (absolument).
nxl

Utilisons le théoréme d’intégration terme & terme (interversion intégrale / somme infinie).

— D’aprés Q6 et par linéarité, la série de fonctions Y s, converge simplement sur 0, +oo[ et a
n20

pour somme t — zf(t,z).
— Soit n € N. La fonction zs, est continue par morceaux sur ]0,+oo[ et d’aprés Q5, 'intégrale

+00 +oo
[ |zs,(t)|dt = f te" ("Dt 27| z|dt converge car |z| € [~1,1] et par linéariteé.
0 0

Ainsi, la fonction zs,, est intégrable sur 0, +oo].
Notons que d’aprés Q5, on a aussi par linéarité :

‘ ’n+1

[0 frsn (D= ¢

2



— La série )’ f+oo [zs, ()|t =)
0

n20

|:C|n+1

50 (n+1)2 B nxl 1

] S R
= Z —5 converge d’apreés ce qui précéde.

Par le théoréme d’intégration terme a terme, on en déduit que ¢t — z f (¢, x) est intégrable sur ]0, +oo[

(on le savait déja) et on a :

/O+Oo xf(t,z)dt = 2)[0+00 xs,(t)dt

c’est-a-dire par linéarité :

+0o0o xn+1

n=1

xn

n2

Q8. Soit z € [-1,1]. Comme —x € [-1,1], on a par ce qui précéde :

+o00

=2

n=1

1

D

n2

On remarque que lorsque n est un entier impair, 1 + (-1)" = 0 et lorsque n est un entier pair,

1+ (=1)" =2. En ne gardant que les entiers pairs n = 2p pour p € N*, on obtient :

car 2 e [-1,1].

Q9. Par Q7,on a L(1) =

+00 1 +00 (:L,Q)n 1
L(z) + L(- - = ZL(a?
)+ £0) = 2 e =3 B =540
1
Pour tout x € [-1,1], L(x) + L(-x) = §L(x2).

+001

n2

2

L(1) = % et L(-1) = -

12

Q10. D’aprés Q7, pour tout x €] - 1,1[, L(z) = Z ~
n

La fonction L est donc développable en série entiére sur |-
et ses dérivées s’obtiennent sur cet intervalle par dérivation terme a terme.

la fonction L est dérivable sur |- 1,1[ | et on a pour tout x €] -1,1] :

En particulier,

n=1

+oo

+o0o n
L'(x)=) —a" "=
n=1T

2
Z — = l Par Q6, on obtient alors L(-1) = = (1)_L(1)

1, 1[ donc elle est de classe € sur |-

+00
Pour z =0, on obtient L'(0) =1+ > 0=1 et pour tout €] - 1, 1[x{0} :

n=2
1 Xz 1 1)”*1( )" In(l-xz)
L, = _ = —— = —
NPT ;

en utilisant le développement en série entiére usuel : pour tout y €] —

Ainsi :

AL In(1+y) = Z

Voe]-1,1], L’(m):{ B 1x

In(1-x)

si

si

z+0

z =0.

T2

T

1,1[

( 1)n+1




Q11. Les fonctions L, In et  — 1 - x sont dérivables sur ]0,1[ et pour tout x €]0,1[, 1 -z €]0, 1]
donc par composition, produit et somme, on en déduit que h est dérivable sur ]0,1[ et on a pour
tout x €]0,1] :

W () = ln(i x) +(-1) ln(ll_(l a:)) ln(l x)+

Comme la dérivée de h est nulle sur l'intervalle ]0, 1[, on en déduit que :

-1
Inz =0.
-z

la fonction h est constante sur ]0,1[.

Q12. Ainsi, il existe a € R tel que pour tout z €]0, 1[, h(x) = a.

Etudions la limite de h en 0*.

D’aprés Q4, L est continue en 0 et en 1 donc mlgg{ L(x) =L(0) =0 (par Q7) et 3612%1+ L(1-z)=L(1).
D’autre part, In(z)In(1 - x) v Inx et zli_)r(%xlnm =0 par croissances comparées.

On en déduit que mlgg{ h(x)=L(1) d’ott a = L(1).

Ainsi :

pour tout x €]0, 1[, h(x) = L(1).

t 1
dt est L (—)
2et — 1 2

On remarque que la valeur de I'intégrale f
0
2
onan()=20(2) ()
S\2 2 2

Ainsi : ) ) 122
L(z) m (n2)?

(L() - (m2)?) = = - 2

[ ar= - 027
o 2et-1 12 2

l\DI»—

On a donc :

EXERCICE 2 : (CCINP PC 2022)
Q13. Soit neNavecn>2. On a:

no1 1 1 1 1 1 1 1 1
Aszun_un—l :;E—ln(n) Z +1n(n 1 :—+ln(1—;) = E+(_E_2_n/2++go(ﬁ)):_2_nz++ooo(ﬁ .
On en déduit que :
1 1
AN, ~ -2 avec a=—>0.
no+oo  92n2 n2 2

1 1
Q14. On a d’aprés la question précédente, —-A,, ~ , pour tout n € N*, > 0 et la série Z
n—+oo 202 ' 2n2 S 2n2

converge (série de Riemann d’exposant 2 > 1 et constante multiplicative 5).

Par comparaison, on en déduit que la série Z(_An) converge donc en multipliant le terme général
n>2
par la constante —1, on obtient que :

la série Z A,, est convergente.
nx2

Q15. La série Z A, = Z(un —Up-1) = Z(“nH - u,) est une série télescopique.
nz2 nz2 n>1
On sait alors par le cours qu’elle est de la méme nature de la suite (uy,)qen+-

Par la question 14, on en déduit que :

la suite (U, )nen+ €St convergente.

4



Q16. Posons ng = |[t] + 1. On a ng € N* et pour tout n € N* vérifiant n > ng, on a t < ng < n donc

fu(t) = (1 - E) In(¢) par définition de f,.
n
Ainsi :

. . . t\"
pour tout ¢ €]0, +oo[, il existe 1y € N* tel que pour tout n € N* vérifiant n > ng, f,(t) = (1 - —) In(t).
n

Q17. Soit t €]0, +oo].
D’apreés la question précédente, il existe ng € N* tel que pour tout n € N* vérifiant n > ng :

fn(t):(l—%)nln(t):exp(nln(l—%))lnt:exp(n(—£+ 0 (l)))lnt:exp(—t+ 0 (1))lnt.

n n—o+oo\n n—+00

>0

Par continuité de la fonction exponentielle sur R, on en déduit que lim fn(t) = exp(=t) In(t).
On en déduit que :

la suite (f,)nen+ converge simplement vers la fonction ¢ — e~ In(t) sur ]0,+oo|.

Q18. Soit t €]0, +oo].
Sit>n alors | f,(t)] = 0 < e In(?)|.

t
Si t <n alors | f,,(t)| = exp (nln(l - —)) |Int|.
n
t
Par I'inégalité donnée dans I’énoncé, on a In (1 - —) < —-— donc nln (1 - —) < -t (car n > 0) donc par
n n n

croissance de la fonction exponentielle sur R, exp[nln(1 - —)) < e7t puis par produit par |In(t)| > 0,
n

/o (O] < e7[In(?)].

Ainsi :

pour tout ¢ €]0, +oo[, | f,.(¢)] < e7t[In(2)].

Q19. La fonction ¢t — e~*In(t) est continue par morceaux sur ]0, +oco|.

+00
Montrons que 'intégrale f le*In(¢)|dt, généralisée en 0 et en +oo, converge.
0

Etudions fol e ! In(t)|dt = fol e”'(=1n(t))dt.
On a e”*(=1In(t)) t:O—ln(t).

1 1
Pour tout ¢ €]0,1], —In(¢) > 0 et l'intégrale / In(t)dt converge donc f (- In(t))dt aussi.
0 0

Par comparaison, on en déduit que l'intégrale f e”[In(t)|dt converge.
0

- +oo oo
Etudionsf e_t|ln(t)|dt=/ e tIn(t)dt.
1 1

t3 In(t 1
On a lim t?e7'In(t) = lim — () _ 0 car croissances comparées donc e 'In(t) = o (—)
t—>+00 t—>+oo et t t—+oo \ 12
~ N—
-0 -0

1 +oo
On a de plus pour tout t € [1,+oo[, 7} > 0 et I'intégrale de Riemann [ t_zdt converge (car 2 > 1).
1

+o0
On en déduit par comparaison que U'intégrale f e”|In(t)|dt converge.
1

+o0
Ainsi, I'intégrale [ e”!|In(t)|dt converge.
0

Donc :

la fonction ¢ — e tIn(t) est intégrable sur |0, +oo].




Q20. La fonction f, est continue par morceaux sur ]0,+oco|.
D’apreés la question 18, on a pour tout ¢ €]0,+oo[, 0 < |f,(¢)] < e7*|In(t)| et d’aprés la question 19,
+00
I'intégrale f e”!|In(t)|dt converge.
0
Par comparaison, on en déduit que l'intégrale I,, converge absolument.
Alinsi :

Q21. Utilisons le théoréme de convergence dominée.
D’aprés la question 17, la suite (f,,)nen+ converge simplement vers la fonction ¢ — e~ In(t) sur ]0, +oo].

D’aprés les questions 18 et 19, on a pour tout n € N* et pour tout ¢ €]0, +oo[, |f,(¢)| < e7t|In(t)|

—_———
ne dépend pas de n

et la fonction ¢ — e7?|In(t)| est intégrable sur ]0, +oo].
On en déduit que :

+00 +o0
lim fn(t)dt = f e tIn(t)dt.
0 0

n—>+00

Ainsi :

+o00
la suite ([, )nen+ est convergente et lim [, = / e In(t)dt
n—+00 0

n+l _
Q22. Posons f:u»—>u— et g:ur In(l-u).
n+1

Les fonctions f et g sont de classe € sur [0, 1] et on a pour tout w e [0, 1] :

Fiu) = ut et g'(u) = —— =

Montrons que f x g a une limite finie en 1.
On a pour tout u € [0,1] :

1 1-

F)gu) = -—

(1 W) (1 =)= -—— (i )1—u)ln(1—u)

(somme géométrique de raison u # 1).

On a hm(Zu ) Z l=n+1et hm(l u)In(1-u) =0 par composition des limites hm(l u)=0
k=0 k=0
et hr%xln(x) 0 (croissances comparées).

On en déduit que lirrll f(u)g(u)=0eR.
u—
Alinsi, par intégration par parties, on obtient que les intégrales :
1 un+1 -1

n+l u-1

du

/01 f,(u)g(u)du =J, et Al f(u)g'(u)du _ /01

sont de méme nature.
Comme —— est une constante multiplicative non nulle, on en déduit que :

1 un+1 -1
I'intégrale J,, est convergente si et seulement si 'intégrale f — —du est convergente.
0 U-
n+l _ 1
La fonction u ~ o1 est continue par morceaux sur [0, 1] et on a pour tout uw € [0,1] :
u —

un+1 _ 1 1= un+1

u-—1

zn: —sn+1elR.

t—1



n+1

On en déduit que la fonction u — est prolongeable par continuité en 1.

un+1

1
Ainsi, l'intégrale f du est convergente (car faussement impropre) donc par ce qui précéde :
0

u —

Par l'intégration par parties réalisée ci-dessus, on a alors :

[ Fgtnau=[F@eh - [ F) (w)du=tm f@)g() - F©)(0) - [ Fa) (w)u

c’est-a-dire : - v .
u" u"
Ju=0-0- [ = /
o n+l uw-1 du n+1

Soit z € [0,1[. On a de plus par linéarité de I'intégrale :

/ un+1 du / Zdeu_Z[ kdu l ‘|$_i Zn: 1 _n+1l

0 k=0 k=0 ioLk+1 k=0 ~lisok+1 Hk
1gn+l _ 1 n+11

On en déduit que‘/O uu—l duzkzzjlg.

Ainsi :

un+1 n+11
In = n+1/ n+1z_

t
Q23. On réalise le changement variable affine v = 1 — — dans 'intégrale I,,.
n

On adu= —ldt.

n
Lorsque t tend vers 0 alors u tend vers 1 et lorsque ¢t =n alors u = 0.
On a aussi t =n(1 - u).
n t\"
Par le théoréme de changement de variable, on obtient que les intégrales I,, = [ (1 - —) In(¢)dt
0

n
0

1

et u"In(n(l-u))(-n)du = f nu"In(n(1-wu))du sont de méme nature donc sont convergentes
0

(d’aprés Q20) et ont alors méme valeur.

Ainsi on obtient par linéarité :

1 1 1
[n:n[ u”(lnn+ln(1—u))duznln(n)[ u"du+n[ u"In(1 - u)du =
0 0 0

nln(n) .

nJd,.
n+1

I,=— -In(n) + n,.

Q24. D’apreés les questions 22 et 23, on a :
n 1

B (B ) (B )

n+1

1

(e i
n n+1

d’ou :

+00
Par la question 21, on obtient alors lim wu, = — f e 'In(t)dt.
0

n—+oo

Par unicité de la limite, on en déduit que :

= —f ooe_tln(t)dt
0

7




EXERCICE 3 : CCINP PC 2019
Q25. Soit (P,Q) € (R,[X])2. La fonction f : ¢+~ P(t)Q(t)exp(-t) est continue par morceaux sur
[0, +0o[ par produit.

d
Comme P() est un polynoéme, on peut I’écrire sous la forme Z apX* avec d e N, (ay,...,aq) e R4
k=0

d
On a alors, pour tout ¢t € R*, t>f(t) = Z apt> et
=0
Pour tout k € [0,d], tlim t**ke=t = 0 (par croissances comparées) donc, par combinaison linéaire,
—>+o00

tggiotzf(t) =0 done f(t) = o (1/t2).

—+00
1 +oo ]
On a pour tout t € [1,+o0][, o) >0 et comme 2 > 1, 'intégrale f t_th converge.
1

On en conclut par comparaison que :

'intégrale définissant (P|Q) est convergente.

Q26. Notons ¢: (P, Q) — (P|Q).
— La question précédente prouve que ¢ est définie sur (R,[X])? a valeurs dans R.
— Pour (P, P, Q) € (R,[X])3, X € R, par linéarité d’intégrales généralisées toutes convergentes,
(P + AR, Q) = o(P1,Q) + Ap(F2, Q).
Ainsi, ¢ est linéaire a gauche.

— Par commutativité du produit dans R, pour tout (P,Q) € (R,[X])?, o(P,Q) = ¢(Q, P).
Alinsi, © est symétrique et étant linéaire a gauche, ¢’est donc une forme bilinéaire et symétrique.

+00
— Soit PeR,[X]. On a (P, P) = f P(t)2%etdt.

0
Pour tout ¢ € [0, +oo[, P(t)%e7 > 0 donc par positivité de I'intégrale (0 < +o0), ¢(P, P) > 0.
Ainsi, ¢ est positive.

+o00
On suppose (P, P) =0. On a donc f P(t)%etdt = 0.
0

Comme t — P(t)% est continue et positive sur [0, +oo[, d’aprés le théoréme de nullité de
I'intégrale, pour tout t € R*, P(t)2e~* =0 d’ou P(t) = 0.

——

+0
Le polynéme P a une infinité de racines donc P est le polynome nul.

Par conséquent, ¢ est définie.

On en déduit que :

¢ est un produit scalaire sur R,,[ X].

Q27. On pose pour t € R*, u(t) =t* et v(t) = —et.

Les fonctions u et v sont de classe C! sur R* et pour ¢ >0, u/(t) = kt*1, v/(t) = e.

De plus, par croissance comparée, tlim u(t)v(t) = 0 € R donc, par intégration par parties, les intégrales
—+00

+0o

+00
[ u(t)v'(t)dt et f u'(t)v(t)dt sont de méme nature donc convergentes d’aprés Q25 (la premiére
0 0

par exemple est U'intégrale définissant (X*|1)) et on a :

fo () ()t = [u()o(t)]5 - fo ()t

+00 +o00
[ the tdt = k f thletdt.
0 0

+

Q28. Pour tout k € [0,n], on a (X*[1) = f the tdt.
0
Pour tout & € [0,n], on pose P(k) : « (X*[1) = k! ».

¢’est-a-dire :

8



Pour k =0, (X*|1) = / e”tdt = [-e7"]§™ =1 =0! donc P(0) est vraie.
0
Soit k € [0,n — 1]. On suppose P(k) vraie.
D’aprés la question précédente, (X**1|1) = (k+1)(XF*|1) (car k+ 1 € [1,n]) donc par 'hypothése de
récurrence, (X*11) = (k+1)k! = (k+1)! donc P(k + 1) est vraie.
On peut alors conclure par récurrence que :

pour tout k € [0,n], (X*[1) = k!

Q29. Soit P eR,[X]. On a deg P <n donc deg P’ <n -1 et deg P" <n-2.

On a alors deg(X P’) = deg(X) + deg(P’) <n et deg(1 - X)P" =deg(1-X) +deg(P")<n-1<n.
Comme R, [X] est un espace vectoriel, on en déduit que a(P) est un polynome de degré inférieur ou
égal a n.

De plus, par linéarité de la dérivation, « est linéaire.

En effet, si (P,Q) ¢ (R,[X])? et A € R alors a(AP+Q) = X(AP+Q)"+(1-X)(AP+Q)" =
XOAP"+Q"M+(1-X)AP' +Q) =XNXP"+(1-X)P)+(XQ"+ (1-X)Q') = Xa(P) + a(Q).
Donc :

a est un endomorphisme de R,[X].

Q30.0naa(l)=0,a(X) =1-Xet, pour k > 2, a(X*) = k(k-1) XF 1+ XF 1k Xk = ~k XF+ 2 X1,
La matrice de o dans la base (1, X,---, X") est donc :

0 1 0 0
0 -1 4 -
A= =2 0
wooon?
0 0 —-n

Q31. Cette matrice est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux

a savoir 0, -1, =2, ---, —n. I’endomorphisme « posséde donc n+ 1 valeurs propres distinctes et R,,[ X]
est de dimension n + 1 donc « est diagonalisable (son polynéme caractéristique est scindé a racines
simples).

Finalement :

a est diagonalisable et Sp(a) = {-k; k€ [0;n]}.

Q32. ker(a + kidg,[x]) est le sous-espace propre E_j de « associé a la valeur propre —F.
D’apreés la question précédente, le polynome caractéristique de a est scindé a racines simples donc
les sous-espaces propres de « sont de dimension 1 d’ou :

dimker(a + kidg,[x7) = dim(E_;) = 1.

Q33. Soit @ un vecteur engendrant E_j (il est nécessairement non nul).

On note ¢, son coefficient dominant, on a ¢, non nul et on pose P, = —Q).
Ck

Py est un polynome de R, [X], de coefficient dominant égal a 1 et P, € E_; (sous-espace vectoriel)
donc Oé(Pk) = —kZPk
Si Ry est un polynome de R,[X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Ry) = -k Ry alors en
particulier, Ry € F_; donc il existe a € R tel que Ry = aQg. Le coefficient dominant de Ry est 1 et
celui de Q) est ¢, donc acy, =1 donc a = — d’ou Ry = Py.

Ck
Par conséquent :

il existe un unique polynoéme P, € R, [X], de coefficient dominant égal a 1 et vérifiant a(Py) = -k Fy.




Q34. Soit d le degré de Py, (comme Py est non nul, d € N).

Comme Py est unitaire, il s’écrit P, = X9+ R avec deg(R) < d - 1.

On peut identifier les coefficients devant X9 dans I'égalité polynéomiale X P/’ + (1 - X) P/ = -kP; (&
gauche, X P/ + P] est de degré inférieur a d—1 et le coefficient devant X de —X P/ est —d et & droite,
le coefficient devant X< est —k) et on obtient —d = -k donc d = k.

Ainsi :

’le polynome P, est de degré k.

Q35. » Le polynome 1 est un polynome de R,[X] de coefficient dominant égal a 1 et tel que
a(1) =0=-0(1) donc par unicité, .
x Un polynome de degré 1 et de coefficient dominant 1 s’écrit P = X +a.
On a a(P) = -P si et seulement si 1 - X = —X - a donc si et seulement si a = 1.
On en déduit que .
* Soit P =X2%2-4X +2. C’est un polynéme de coefficient dominant égal & 1.
De plus, a(P) =2X +(1-X)(2X -4) =-2X?2+8X -4 =-2P.
On en déduit par unicité que ’Pg =X?2-4X +2. ‘
+o0o
Q36. Par définition, (a(P)|Q) = f (tP"(t)+(1-t)P'(t))Q(t)e *dt (intégrale convergente par Q25)
On pose pour tout t € Ry, u(t) = t.(;”(t)e‘t.
Les fonctions u et @) sont de classe C! sur R* et pour tout t e Ry, u/(t) = e t(tP"(t) + P'(t) —tP'(t)).
Par croissance comparée, tl_grio u(t)Q(t) = 0 donc, par intégration par parties, les intégrales

+00 +oo
/ (tP"(t)+ (1 -t)P'(t))Q(t)e 'dt et / tP'(t)Q'(t)e 'dt sont de méme nature donc conver-
0 0
gentes et on a :

(@(P)Q) = P QW - [ TP @eta=- [P me et

(@(PIQ) =~ [ TPttt
Q37. En échangeant les noms de P et () dans le résultat obtenu, on a :
@@IP) =~ [ TP Metat=- [T tP(0Q e dt = (a(P)Q),

D’ott par symétrie du produit scalaire, (a(P)|Q) = (Pla(Q)).
On en déduit que :

’oz est un endomorphisme autoadjoint.‘

Q38. Soit k et ¢ deux entiers distincts de R,[X].

D’aprés Q37, (a(Py)|P) = (Pi|la(F,)) done d’aprés Q33, —k(Py|Pr) = —4(Px| ).

Comme k # ¢, on en déduit que (Py|FP;) = 0.

Pour prouver ceci, on pouvait aussi utiliser un résultat du cours : comme « est un endomorphisme
autoadjoint, P, e E_j et Pye E_y avec =k + -, on a P, 1L P,.

Donc (Py, -+, P,) est une famille orthogonale de R,,[ X ] et elle ne comporte pas le vecteur nul donc
elle est libre et elle contient n + 1 vecteurs de R,[X ] avec n+1 = dim(R,[X]).

Ainsi :

(Py,++, P,) est une base orthogonale de R, [ X].

Q39. On peut répondre de deux facons a cette question.
- Comme « est un endomorphisme autoadjoint, d’aprés le théoréme spectral, il existe une base
orthonormée de R, [X ] formée de vecteurs propres de a.

- Comme (Py,+-, P,) est une base orthogonale de R,,[ X], (

PO n )
. est une base orthonormeée
[ Poll™ 7 [Pl

de R, [X] et elle est formée de vecteurs propres de « puisque pour tout & € [0,n], P est un vecteur
propre de a.
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