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I. Résultats préliminaires

I.1. Etude d’une série entiére

1. Soit z €]0, +oo[. La fonction ¢ ~ t*"*e™" est continue par morceaux sur ]0, +oo[.

+o00
Montrons que l'intégrale f t*“te7t dt converge.
0

1
e Onat™ et ~ o7tz .
t—0+ tl—m

1
Pour tout ¢ €]0,1], on a — > 0.
tl-z

L1
L’intégrale de Riemann / prem dt converge car 1 —x < 1 puisque x > 0.
0 -
1
Ainsi, par comparaison, l'intégrale / t* et dt converge.
0

e On a lim t*"'e* = 0 par croissances comparées donc t*te* = o (—)

t—+o0 t—+o0

1
Pour tout ¢ € [1,+00[, — >0.
+o00 1
L’intégrale de Riemann f o) dt converge car 2 > 1.
1

+o00
Ainsi, par comparaison, I'intégrale f t* e~ dt donc T'(x) existe.
1
+ 00

On en déduit que l'intégrale [ t* et dt converge. Ainsi :
0

’1a fonction I' est bien définie sur ]0, +oo|. ‘

De plus, la fonction ¢t — t* ‘e est continue et positive sur ]0,+00[ et elle y prend au moins une valeur non
nulle (par exemple en ¢ = 1 puisque el > 0) donc par stricte positivité de l'intégrale (0 < +o00), on en déduit que

+o0o
f t*le7tdt > 0.
0

Ainsi :

’1a fonction I' est & valeurs strictement positives. ‘

2. Soit z €]0, +oo[. Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.
Les fonctions ¢t ~ —e™" et t —» t” sont de classe €' sur [a,b], de dérivées respectives t - e " et ¢t~ xt*~*, donc on a par

intégration par parties :
b b
f tTetdt = [-e %) + / t" et dt.
a a

On a lirg(—e‘“ax) =0 (car > 0) et blim (-e7°b®) = 0 par croissances comparées.
a— —>+00

+o00 +oo
Comme les intégrales f t* et dt et f t“e”" dt convergent, on obtient par passage & la limite dans 1’égalité
0 0

+00 - +00o X
f tPetdt =z f t*~le7t dt.
0 0

| Va €0, +oo[, [(2+1) =al(w). |

obtenue (a » 0% et b — +00) :

Ainsi :

3. D’aprés la question 1, on a pour tout n €N, a,, #0 et :

lans1]  Tn+l+a+1)n!  T((n+a+1)+1)

la,] T(n+a+1)(n+1)! (n+DT(n+a+1)
_(n+a+)I(n+a+1)
C (n+DI(n+a+1)
n+a+l n

~ — - 1.
n+1 n-o+too n notoo

(d’apres la question 2 avec n+ «+1>0)

D’aprés la régle de d’Alembert, pour les séries entiéres, on obtient que | R = 1= 1|




4. Pour tout z €] -1,1[, on a :
%) + 00 +o00 tn+axn€7t
Y apa” = f S
0

Fisons x €] — 1,1[ et posons pour tout n €N, f, :t —

x'n
— Pour tout n €N, f, 1t —t""*™" est continue par morceaux sur R? et intégrable sur R} comme multiple (par
n!
n

x
la constante —) de la fonction ¢ — "%~
n!

" intégrable sur RY (d’aprés la question 1 car n+a+1 > 0 et la fonction

est & valeurs positives).

— Pour tout t >0, Y fu(t) = Y t%

n>0 n>0

a—t()

converge (multiple d’une série exponentielle) et sa somme vaut :

+00
S(t) — Z fn(t) _ toze—tezt _ tae(a;—l)t-
n=0

De plus, S est continue par morceaux sur R} .

+o00 n +o00
— Pour tout n € N, [ |fn(@)|dt = %F(n +a—-1) = aylz[* donc )’ / |fn(®]dt = > an|z|™ converge (car
0 n! 56 Jo
z €] - 1,1[, intervalle ouvert de convergence de la série entiére Y  a,z", donc Y. a,z” converge absolument).
n>0 n>0
D’ou, d’aprés le théoréme d’intégration terme a terme, S est intégrable sur R} et

too too +00 +o0 +oo
Maat =y f [ (t)dt = / S(t)dt = [ e Dtgy,
n=0 n=00 0 0

u

Posons u=(1-z)t <t = 12 Comme z €] - 1,1[, la fonction u est de classe C! et strictement croissante
- -z
sur ]0,+oo[. On a hm % —0et lim —— = +oo.
i -01-=x u—>too | —
Onadt=—.
1-2

+00
D’oli, comme f et gy converge, on peut effectuer le changement de variable sur l'intégrale impropre et la

0
nouvelle intégrale converge et :
+o00 +o00 o3 d 1 400 F 1
f e Dy = f Y eu Y f u®e “du = w.
0 o (1-2)* 1-z (1-z)>*1 Jo (1-x)or!

Pour tout x €] Z AT

I.2. Projections orthogonales

5. Comme F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, on a F @ F* = E.
La projection orthogonale mr sur F est la projection sur F' parallélement & F'*.
Elle est définie par : pour tout z € E, il existe un unique (y,z) € F' x F'* tel que x =y + z et on pose alors mp(z) = y.

6. Onaz=> (z,e)e;+ (35— Z(m,ei)ei).
i=1 i=1

n
On a clairement Y (z,e;)e; € F et x— > (z,e;) e; € F* car pour tout j € [1,n]] :

i=1 i=1
n n
(:c Z x,e;) el,e]) (z,ej) Z z,e;) (e, e;) = (x,e;) — (z,e;) =0.
i=1 i=1 —_——
=055

Ainsi :

mr(x) = ﬁ;(m,ei)el

7. Onaz=np(x)+x-7mp(z) ot np(z) L (x —7mp(x)), donc d’aprés le théoréeme de Pythagore,
—_— Y—
eF et

|2)? = lmp (2)]* + |2 = 7p ()]

et comme la famille (eq,...,e,) est orthogonale, on a également par le théoréme de Pythagore :
Imr(@)|” = |2 (w e) el =X I {z ei)eil® =3 ([{ze Z z,e)’
i=1 i=1 i=1 i=1




Ainsi :

n

o = 7p(@)]? = 2]? = 3 (2, e0)”.

=1

II. Polynémes de Laguerre

8. Pour tout (a,b) € R? on a (|a| - [b])? > 0 donc en développant, a® + b* - 2|ab| > 0 d’oit :

2+b2
|ab|§a .

9. Soit f et g deux éléments de E,.
La fonction x — x%e™ f(x)g(z) est continue sur R} comme produit de fonctions continues.
On a pour tout x >0 :

0<le " f(@)g(o)] = 2 | f()g(a)| € e I LI,

v o @)+ (x)
Or,/0 % —

Par comparaison, on en déduit que l'intégrale f
0

dz converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes (car f,g € E,).

+oo +oo

|z%e™ f(x)g(z)|dz converge donc f x%e " f(x)g(x)dx est
0

absolument convergente.

Ainsi :

+o00
si f et g sont deux éléments de E,, 'intégrale f x%e”* f(x)g(x)dx converge.
0

10. o E, c C([0,+oo[,R) par définition de E,.
+00
e La fonction nulle appartient & F, car f 0dt converge.
0

e Pour tout (f,g) € E,, pour tout A e R, \f + g€ E, car :
— Af + g est continue sur R, comme combinaison linéaire de fonctions continues,
— pour tout x >0,

e (N f + g)(:z:))2 = )\on‘e_mf(:r)Q +2 x%e T f(x)g(x) + xo‘e_zg(aj)Q

+o00 +o0 +oo
et les intégrales [ e f(x)?dz, [ %™ f(x)g(z)dx et [ e "g(x)*dx convergent d’aprés 9 donc
0 0 0
+o0

par linéarité, l'intégrale f 2% (A f + g)(x))*dz converge.
0

On en déduit que :

’Ea est un sous-espace vectoriel de lespace vectoriel C([0, +oo[,R). ‘

11. Soit p une fonction polynomiale sur [0, +oco[. Alors :
— p est continue sur R, car polynomiale,

d
— en posant p*: x — Z apx” (possible car p? est encore polynomiale avec d € N, (ag,...,aq) € Rd“), on a pour tout
k=0
d k
x>0, 2% “p(z)* = Y apz**Fe .
k=0

+o00
Or, pour tout k € [[0,d]], I'intégrale f 2R e 0y converge puisque oo+ 1 +k > 0.
0 ~——

>0
oo & 1+k-1 oo 2
Donc par linéarité, on en déduit que ’intégrale f Y apa T ey = f % “p(z)*dx converge.
0 0
k=0

’Toute fonction polynomiale sur [0, +oo[ est un élément de F.,. ‘

12. Pour tout n € N, ¢, est de classe C*° sur R} comme produit de fonctions de classe C*.

On a

o x>z “donc |y x> x_aezgo(()o)(;v) =1

@12 2% e donc gogl) cxe (a+1)a%e

@a 12 22 donc goél) cxe (a+2)z

donc <p§2) ixe (a+2)(a+1D)z%e™ - 2(a+ 2)$a+1e—m 4 g0t

T e donc |4y x> x_o‘ezgogl)(x) =(a+l)-z

a+16—x _ xoc+2e—:z:

donc | : x> m_ae””(péQ)(x) =(a+2)(a+1)-2(a+2)z+2?|




13. Pour tout a € R, posons g, : x + z°.
Ja est de classe C* sur R} et par récurrence, on a :

VEeN*, va>0, ¢®M(x (H(a—z))

Posons aussi h:z + e *.

h est de classe C* sur R} et on a :
VkeN, Vz>0, h®(z)=(-1)ke=.

Soit n € N*. Comme ©,, = gniah, on a alors d’aprés la formule de Leibniz, pour tout = > 0:

@)= 3 (1)o@ @) = (ora@n® @)+ 3 (ol @ @)

n

_In+o¢ —1)e % n _ n—kanroz—ke—mk_l n Oé—i)
e 3 (1) (o).

donc
Ya(z) = 2" o) ()
= (=1)"2" + %% - ( n _ n—kxn+a—ke—mlﬁ(n+a_i))
(1 eaer 3 (1) Il

k=1

e S (e T ea-o)ar

=0

donc v, est bien polynomiale sur R}, son degré est n et son coefficient dominant est (-1)".
Ceci est également vrai pour n = 0.

’Pour tout n € N, ¢, est polynomiale, son degré est n et son coefficient dominant est (-1)". ‘

+o00o
14. o Pour tout (f,g) € E2, (f,9) = [ %" f(x)g(x)dr existe d’apres la question 9.
0
e Pour tout (f,g,h) € E2 pour tout \ € R,

+o00
(A +g.h) = [Tt (@) + 9(@))h(w)da
+ 00
=A f flx)h(x)dx + / x%e *g(x)h(x)dx (par linéarité car ces deux intégrales sont convergentes)
0

_)‘<f7 ) (’ >a

donc (.,.) est linéaire a gauche.
e Pour tout (f,g) € E2,

(fooh= [ are p@grde = [ e g(@) f @) = (9. 5).

donc (.,.) est symétrique.
(.,.) est linéaire & gauche et symétrique donc bilinéaire.
e Pour tout f € E,, pour tout z >0, 2% * f(x)g(x) > 0 donc par positivité de 'intégrale convergente (0 < +o0), on a :

(F.5)= [ e fa) 20

+o00o
De plus, comme z + 2% f(x)? est continue et positive sur ]0, +oco[, comme 0 < +oo et comme [ %" f(z)dx
0
converge, on a :

+o00
=0« [ e f(x)*dr =0
0
S Ve>0, z% " f(x)?=
< V>0, f(z)=0

< Vx>0, f(z)=0 car f est continue en 0

donc (.,.) est défini positif.

’ (.,.) est donc bien un produit scalaire sur E,,.




15. Soit n € N*.
e D’aprés les calculs faits a la question 13, on a, pour tout k € [[0,n — 1]],

k i—1
@%k)(x) _ [L’nﬂl(—l)nQﬂC + Z; ((];)(_1)ki$n+aiez Ij!)(n +a _])) )

Pour tout i € [[0,k]] c [[0,n-1]], n+a—-i>a+1>0, donc 1irr(1):n"+a_i =0, donc

k i-1

k ‘ ,

SOglk)(l-) - CEn+o¢(_1)n e 4+ (.)(_1)16—1 H(n+ o _j)xn+a—z | > 0
T =l ¢ 3=0 ~———— | 20

-0 -1 ! -0 -1

constante par rapport & =

comme somme finie (nombre de termes indépendant de x) de termes de limite nulle.

e De plus,
(k) k i-1
Pr (SL’) n n+oa _—-x k -1 . n+oa—i _—x
=T g 2| (e Teea-n g f o

—0 par croissances comparées —0 par croissances comparées

constante par rapport & =

comme somme finie (nombre de termes indépendant de x) de termes de limite nulle.
Ainsi :

P(2) = Oet o (@)= o (7).
xr—

T—>+00

16. e Soit m et n deux entiers naturels.
Montrons par récurrence que, pour tout k € [[0,n]] :

W) = (DY [T U D@ P @ (P,

Initialisation : Par définition de v, et {.,.), on a

W) = [ 2% @@ = [ () @)

donc on a bien F,.
Hérédité : Soit k € [[0,n - 1]] (on suppose donc n > 1) et supposons Py, vérifiée.

+o00
Alors f V) (1)) () da: converge.
0

Posons alors u(z) = ") (z), u/(2) = vV (2), o' (x) = "M (2), v(z) = " F D (2) (avec n— k-1 0).
u et v sont de classe C' sur R%.
P, est polyndmiale sur R, donc 1/)55) est polynomiale sur R, donc

— wf,’f) a une limite finie en 0 donc comme go;“"“‘” a une limite nulle en 0 d’apreés la question précédente, on a

lir%u(x)v(x) = linéw,(,f)(x)wsl”_k_l)(x) =0.
— et u(z)v(z) = ) (x)o(e72/?) = 0 par croissances comparées.
Tr—>+0oo
+o00 +oo
Enfin, f u(x)v'(x)dx converge donc par intégration par parties, [ u'(z)v(x)dx converge et
0 0
+o00
(Uit} = (" [ 00 @) (2)do
0
+o00 +oo
- (D ([ @D @] T = [T @) (w)de )
+ 00 + 00
-0 (0= [T e @ D @)dn) = (DM [T 00D @) D a)de
0 0

On a donc bien P,q.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € [[0,n]],

(Wnstia) = (CDF [ 60 @) (@)

En particulier, pour k£ = n, on obtient :

(s ) = (~1)" me D) () on () d.




e Soient m et n deux entiers naturels tels que m # n, et, quitte & intervertir les roles, supposons que m < n.
Alors, d’aprés le premier point, on a :

+o00
(U ta) = (1" [ w00 @)n(@)da.
Or 1, est une fonction polynomiale de degré m < n, donc 1/),(#) =0, donc

(W) = ()" [ 00 @)on(@)de = [ 0dw =0,

’ La famille (¢, )nen est donc orthogonale pour le produit scalaire (.,.) . ‘

17. D’aprés la question précédente,
)
[9nla = (¥n,tn) = (-1)" fo U (@) () da.

Or, v, est une fonction polynémiale de degré n & coefficient dominant (-1)", donc pour tout x > 0, z/J,(L”)(x) =(-1)"nl,
donc

onl2 = 1" [T 00 @ en@de = (1" [ () e ()de

+o00
:n!f "% dr = nll(n+a+1).
0

’Pour tout n e N, [, ]2 =n!T(n+a+1). ‘

ITI. Approximation
18. De la méme fagon qu’a la question 16, on peut montrer par récurrence que, pour tout ¢ € [[0,n]], on a :
(s fi) = (" [ D@50 @)= (1) [ @) (ke da
= kaOJr (” Z)(x)e ke .

Donc en particulier pour ¢ = n, on obtient :

+oo +oo
(wna fk) =k" A @n(l’)e—kwdl‘ =Lk" A\ x""'ae_(k"'l)iﬂdx

+oo n+a d
= k" / h e (changement de variable u = (k + 1)z affine donc licite)
o (k+1)nte k+1

1 k n +00 . 1 k n
= PR A r D
(k+1)a+1(k+1) ‘[0 v ¢ w (k+1)a+1(k+1) (n+Oé+ )

Par suite, pour tout n € N, d’aprés la question 17, on a :

Gty (e () T+ a+ 1)’

[4n ]2 nl(n+a+1)
B 1 ( k )in"(n+a+1)
S (k+1)2+2 \\k+1 n!
1 kA e o :
= (v 1) an (k S 1) (o ay, a été introduit a la question 3)
ko2 k)"
donc, d’apreés les questions 3 et 4, comme (m) €] Z an, (( ) ) converge donc :
n>0

<fk»'(/}n>2 _ 1 k 2\
T;) Hwnni - Z (k+1)2a+2a”((k+1) ) converge

n>0

et on a :

S {fetn) 1 ( 2) 1 T(a+1)
nZ=:O lin )2 (k+1)2042 = Z (k+1) (k+1)2a+2 (1_(L)2)a+1

k+1
~ 1 Pla+1) 1 D(a+1)(k+1)***2  T(a+1)
- (k+1)2a+2( 2k+1 )a+1 T (k+1)2+2 2k + 1)l T (2k+ 1)etl
(k+1)2

= fkawn _ F(a+1)
nZ::O loal2 2k + D)0+t




19. Soit ke N.

Pour tout N € N, Vy est un sous-espace vectoriel de dimension finie de F, et (

Yn )
”d’n Ha nel[0,NT]

en est une base

orthonormée donc, d’aprés la question 7, on a :

2 N 2
o= (Gl = 1l - Z(fk, U )=||fk|i—z<f’“"”’;>-
[ul 2 Tonl2

De plus :

2 e 2%k e 2h+1
I fxlz = [0 x%e e mdx:/(; 2% kDT gy

= f+oo u e du (changement de variable affine u = (2k + 1))
“J k1) 2%+1 & -

~ 1 /Muae*“du— T(a+1)
2k + 1)1 Jo T (2k+1)e+1”

Comme lim <fk7¢" i fk/wn _ F(Oz+1)

N 2 [l o]z~ (2 e o0 on deduit que Jim [fe = (fi)ll -
* n=0 n n=0 n e
D’ou :

lim | fp = 7n (fi)la = 0.
N —>+o0

20. D’aprés la question précédente, pour tout k € N, pour tout £ > 0, il existe Ny € N tel que pour tout N > Ny,

Ife=7n(fie)la <e
En particulier, pour N = No, on a | fx — n(fx)]a < € et mn(fx) € Vv = Vect ((1n)o<nen) © P en tant qu’espace
vectoriel engendré par des éléments de P donc p = mn (fx) convient.

’Pour tout k € N et tout € > 0, il existe p € P telle que || fr —pla < . ‘

21. Soit € > 0.
f(-Int) site]0,1]
sit=0
g est continue sur ]0,1] par opérations sur les fonctions continues (pour tout ¢ €]0,1], —Int € [0, +oo[).
De plus, lim g(¢) =lim f (-1Int) =0 = g(0) (par hypothése sur f) donc g est aussi continue en 0 et par suite, sur [0,1].
t—0 t—0

Soit ¢: [0,1] > R, t —

—+00

n
Alors, d’apreés le théoréme admis, il existe une fonction polynomiale p : ¢ — Z Aet® telle que pour tout ¢ € [0,1],

k=0
lg(t) - p(t)| <e.
On a alors, pour tout z >0, comme ¢ * €]0, 1],

n n 2
f(:c)—kZ)\kfk(x) =|g(e™) —p(e™®)| < e donc (f(x)—kz:)\kfk(x)) <e?
-0 -0

= ‘f(—ln(e‘m)) - i Ae(e™)F
k=0

On a donc, pour tout x >0 :
2
x® "”( (z) - Z /\kfk(x)) <a%e el

donc par croissance de l'intégrale convergente (avec 0 < +00), on a :

+00o n 2 n 2 +oo
/ x%e™® (f(x) -3 )\kfk(:r)) dx = ‘ f=2 Mefi| < f % "e? = 2T (a + 1).
0 k=0 k=0 a 0

2

I n n
En remplagant ¢ par ————— dans le théoréme admis, on a alors ||f — > Apfx|| <& donc ||f = > Mefil| <e.
VI(a+1) k=0 N k=0 o
n
Pour tout € > 0, il existe n e N et (Ao, ..., \,) e R™" tels que ||f - > Aefi|| <e.
k=0 o
22. Soit € > 0.
n
D’aprés la question précédente, il existe n € N et (Ay)o<ken tels que |[f = > Aofi|| <e.
k=0 o




De plus, pour tout k € [[0,n]], d’aprés la question 20, il existe py € P tel que | fx —pila < &
On a alors :

n
‘ = Awbr
k=0

= ‘ f- i)\kfk"’ i)\k(fk_pk)
N k=0 =0

[

< + > [Nl [ fe = pela  (inégalité triangulaire)

o k=0

<e+ Y [ Mle= (1+ > |)\k|)5.
k=0 k=0

F= S Ak
k=0

n n
En posant p= Y Axpy € P, et en remplacant ¢ par ¢/ (1 + |)\k|) au début de la réponse, on obtient |f —p|. < ¢.
k=0 k=0

’Pour tout e > 0, il existe p € P telle que | f — pla <e. ‘

23. Soit f:x € [0, +oo[— h(\/x)e®/?.
h est continue sur R, et a une limite nulle en +oo (car elle est nulle sur ]A
tout a > -1, il existe p € P telle que ||f - p|a < €.
Or,on a:

2 +oo[) donc d’aprés la question 22, pour

If =pla= [ 2" (F@) - p@)do= [ e (F @) = pla)e )
= [T ) - pla)e
= [T R ) - p (e 2t

en posant le changement de variable t = \/z < x = ¢°.

Ce changement de variable est de classe C* et strictement croissant sur R} et réalise une bijection de R* sur RY.
Alors, en prenant o = —1/2 (et le p correspondant & cette valeur de ) et ¢ : ¢t € R = p(t*), qui est une fonction
polynoémiale paire, on a :

1=l = [ B0 - p)e Pyt =2 [ (1) - (e
= /::o (h(x)—q(x)e’g) dx

0 22 2
(par le changement de variable affine ¢ = —z dans l'intégrale [ (h(ac) - q(x)e_T) dx pour exploiter la parité de la

fonction intégrée). Ainsi :

[:o (h(:c) - q(m)e-”f)zdx - plag <o

+o00 22 2
Pour tout & > 0, il existe une fonction polyndmiale p: R — R telle que f (h(x) - q(x)e_T) dr<e.




