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Suites définies par récurrence u, 1 = f(u,)
DM 7

PCSI2 — MATHEMATIQUES 2024-2025

(‘Exercice 1:

1. Soit (un) la suite définie par
ug S [(1), 1]2
+ 2u,
Vn € Nyupqg = -
3+ 2up

a) Déterminez une fonction f telle que u, 1 = f(un). On précisera son ensemble de définition.

b) Etudiez les variations de f sur [0, 1] et le signe de f(z) — = pour = € [0, 1].

c¢) Représentez la courbe de f sur [0, 1], la droite d’équation y = z et les premiers termes de la suite (uy) pour des valeurs de
up que vous jugez intéressantes.

1 1
d) Montrez que si ug € [5, 1], alors pour tout n € N, uy > [5, 1].
e) Déduire de tout ce qui précéde que si ug > 5 alors lim uy = 3
) 1
f) Que dire du cas ug € [0, 5['7
2. Soit maintenant (wy) définie par wg = — et wy, 41 = ———— pour tout n € N.
4 14 2wy

a) Déterminez une fonction g telle que wy 1 = g(wn)-.

b) Dressez le tableau de variation de g, déterminez ses points fixes et la position de la courbe de g par rapport a la droite
d’équation y = = et tracez sur un méme graphique la courbe de g, la droite d’équation y = x et les premiers termes de la
suite (wy).

c) On pose pour tout n € N, sy, = wap et t, = way41. Soit h = g o g. Montrez que ces suites vérifient les relations de
récurrence : sp 1 = h(sn) et tp,41 = h(tn).

d) Montrez que h = f (ol f est la fonction de la premiére partie de l’exercice) et déterminez les limites des suites (sp,) et (ty).

e) La suite (wy ) est elle convergente ? Si oui, préciser sa limite.

. . -3 1+ 2z .
1. a) En posant la fonction définie sur R\ - ( par flx) = 3725 on a bien pour tout
X

b)

n €N, upr1 = fluy).
f est dérivable sur son ensemble de définition, en particulier sur [0, 1] et

2(3 4 22) — 2(1 + 2x) 4

fe) = (3 + 22)2 = 3+ 21)2

Ainsi, f est croissante sur [0, 1].

1422 1—x—22?

T3+ T 342

Comme z € [0,1], 342z > 0 et f(z) — z est du signe de 1 — 2 — 222 dont les racines sont

1
—1let =
2

D’autre part f(z) —x

On résume tout cela dans le tableau ci dessous :

+ ol

ot W

N =

e

W=

fl@) -2 + 0 -

c) Le dessin laisse penser deux comportements différents selon les valeurs de ug (plus petit

1 . .
ou plus grand que —, mais une convergence toujours vers —.
2’ 2



d)

1
Supposons ug > 1/2 et montrons par récurrence que ¥n € N, u,, € [2, 1} )

1
L’initialisation est validée puisque ug € [5, 1].

1
Soit n € N et supposons que 'on ait u, € {2, 1],

Alors f(up) € f([;,l]) _ Bg]
13

Comme {

1 i 1
2% - 5,1 , on obtient u,41 € 5,1.

1
Par le principe de récurrence, Vn € N, u,, € [2, 1] .

1 1
Pour tout x € [5, 1], f(z) —x <0, et pour tout n € N, u,, € [5, 1] donc pour tout n € N,

f(upn) — up = upy1 —uy < 0. La suite (uy,) est décroissante et minorée. Elle converge donc
. 1 ) 1
vers une limite ¢ avec £ € [5, 1] (puisque u, € 2 1)

Comme en outre f est continue, f(u,) — f(¢) et la relation f(u,) = w41 donne par
passage a la limite que f(¢) = /.

1 1 1
Ainsi /= —1ouf = 2 mais comme on a dit que £ € [5, 1], on en déduit | limu, = =

. 1 01 .
Si ug € [0, 5]’ on montre de la méme facon que u, € [75] pour tout n, et que la suite est

. . . . 1
cette fois croissante. On obtient alors & nouveau | lim u,, = 3

On pose g : x — : on a bien pour tout n € N, wy 41 = g(wy,)

14 2z
Pour tout ;é_l t dérivabl "(z) ! d t décroissant
our tout z # —, g est dérivable avec ¢'(xr) = ——————, donc g est décroissante sur
5 9 g Tk g
_ et - _
] — o0, 5 [ et sur ] 5 , oo
1 1 -z — 22°
D’autre part, g(z) —z = T or T = % On cherche les racines de 1 — 2 — 222
qui sont 7 = —1 et 20 = 5
1 1
Ainsi, 1 —x — 22 > 0 pour x € [—1; 5] et 1 —x —2x* <0 pour x €] — oo, —1] U [5,4—00[.
1 ! L +
x —00 — —= = 00
2 2
g(z) | - | - - | -

Remarquons au passage que g(0) = 1 et qu’ainsi g([0, +oo[) = [0, 1], ce qui va garantir
que la suite (wy,) est dans [0, 1], ce que 'on observe sur le dessin.

On fait comme en TD : on a $p4+1 = waopt2 = g(want1) = g(g(wan)) = g o g(sn) = h(vy).
De méme pour t,.



-1
d) On calcule simplement pour tout x tel que g(z) #

27
1 1+ 22
h xTr) = X = =
On a donc bien h = f.
D’apres I'étude faite dans la premiére partie, si, comme sg = wyg = = < =, on a (sy)

4 2

1 2 1
croissante et lim s,, = 3 Deplustg =w; = 3 > 3 et alors (¢, ) décroissante et lim¢,, = 3

1
e) Comme limwy, = lims, = limwy,+; = limt, = 2 on conclut par le théoréeme de

1
partitionnement pair/impair que | lim w,, = >




