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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Cours

Dans tout ce chapitre, (2,47, P) désigne un espace probabilisé c¢’est-a-dire 2 désigne un ensemble,
2/ une tribu sur 2 et P une probabilité sur (2,.27).

I. GENERALITES SUR LES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

A. DEFINITION

— Définition 1|

On appelle variable aléatoire discrete sur (2,.2/) toute application X définie sur Q telle
que :

» X () est un ensemble au plus dénombrable,
» pour tout x € X(Q), X 1({z}) e .

» TL’ensemble image X (Q2) = {X(w),w € 2} est 'ensemble des valeurs prises par X.

Cet ensemble étant fini ou dénombrable, il peut étre décrit en extension.

S’il est fini de cardinal N € N* : X(Q) = {x1,x9,...,2x} et il est dénombrable : X (Q) = {x,, n € N}.
On peut donc écrire dans le cas général :

X(Q)={x;, iel}oulcN et les z; étant tous distincts.

» Soit z € X(Q2). L’ensemble X-!({z}) est 'image réciproque du singleton {x} par X c’est-a-dire
I’ensemble des antécédents de = par X :

X 1'{z2})={weQ, X(w)=xa}.
Dire que cet ensemble appartient & la tribu o7, c¢’est dire que cet ensemble est un événement.

L’événement X~1({z}) est plutot noté (X =z) ou {X =z}.
On pourra donc considérer la probabilité P((X =x)) que 'on notera plus simplement P(X = x).

» Soit A c X(£). L’ensemble X~!(A) est 'image réciproque de 'ensemble A par X c¢’est-a-dire :
X1 A) ={weQ, X(w)eA}
Ona X 1'(A)=X" (U {:c}) = |J X '({z}) € & par stabilité de &7 par union au plus dénombrable.
Ainsi, X71(A) est unxgéénemenieéui est plutot noté (X € A) ou {X € A}.
Dans le cas particulier ou X est a valeurs réelles c’est-a-dire X (€2) c R, on notera pour tout z € R :
(X <x)={Xe€]-o00, 2]}, (X >x)={X €]x,+o0[}, etc.
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» Vous avez étudié en premiére année les variables aléatoires dans le cas Q fini et &/ = Z(Q).
Si &7 = () alors la condition 2 est toujours réalisée.

Exemple 1 : Un joueur lance une piéce jusqu’a obtenir pile.
Soit. X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués.
Déterminer X (€2). Pour tout k € N*, décrire les événements {X =k} et {X > k}.

Définition /Proposition 2

Si X est une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X (€2) alors I’application
f o X est une variable aléatoire discréte notée f(X).

FEzemple 2 : Une urne contient des boules numérotées -2, —1, 0, 1 et 2 (une de chaque).

Un joueur mise 1 euro puis il tire une boule de l'urne.

Il gagne en euros le carré du numéro de la boule tirée.

Soit X la variable aléatoire égale au numéro de la boule tirée et GG la variable égale au gain algébrique

du joueur.
Exprimer G en fonction de X.

Dans toute la suite, X désigne une variable aléatoire discréte définie sur (Q,.o7).

Proposition 3

La famille ({X = 2}),ex () est un systéme complet d’événements.

B. LOI DE PROBABILITE

1. DEFINITION

— Définition /Proposition 4

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (Q,.27).

Z(X(@) —  [0,1]

» L’application Px : A s P(X € A) est une probabilité sur X ().

Elle est appelée la loi de X.

» Py est entiérement déterminée par la distribution de probabilités (P(X = x))mGX(Q).

Dans la pratique, déterminer la loi d’une variable aléatoire X, c’est donner :
1. ensemble des valeurs prises par X c’est-a-dire X (€2),
2. les probabilités correspondantes c’est-a-dire P(X =) pour tout z € X ().

Proposition 5

Ona ) PX=z)=1
zeX ()




Cette propriété peut étre utile s’il reste une seule valeur 2o de X (Q2) pour laquelle on ne connait pas
P(X =) car on a :
P(X=z)=1- >  P(X=u).
e X (Q)\{zo}

FEzemple 2 (suite) : Déterminer la loi de X et la loi de G.

— Définition /Proposition 6

Soit X et Y deux variables aléatoires discrétes.
» Si X et Y ont la méme loi alors on note X ~ Y.

» Soit f une fonction définie sur X (2) uY (Q).
Si X ~Y alors f(X) ~ f(Y).

2. LOIS USUELLES

a) LOI UNIFORME

— Définition 7 |

Soit £/ un ensemble fini non vide.
On dit que X suit la loi uniforme sur E et on note X ~ % (F) lorsque :

1

X(Q)=E et V$€E,P(X=$):m.
ar

Situation-type : Toutes les valeurs prises par X sont équiprobables.
Cas particuliers : X ~ 2 ([1,n]), X ~Z ([0,n]) (n e N*).

Ezxemple 3 : Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.

On tire au hasard successivement et avec remise 3 boules dans cette urne.

Pour tout i € {1,2,3}, on note X; la variable aléatoire égale au numéro de la boule obtenue au tirage
numéro ¢.

On note M la variable aléatoire égale au plus grand numéro des 3 boules tirées.

1. Soit i € {1,2,3}. Déterminer la loi de X;. Pour tout k € [1,n], déterminer P(X; < k).
2. Ecrire M en tant que fonction de X;, X, et Xj.

3. Pour tout k € [1,n], déterminer P(M < k).

4. En déduire la loi de M.

b) Lol DE BERNOULLI

—{ Définition 8 }

Soit p € [0,1].
On dit que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p et on note X ~ Z(p) lorsque :

X(Q)={0,1}, P(X=1)=p et P(X=0)=1-p.




Situation-type : Si X(Q) ={0,1} alors X ~ Z(P(X =1)).

» On appelle épreuve de Bernoulli toute expérience aléatoire qui n’admet que deux issues pos-
sibles : le succés et ’échec.

La variable aléatoire qui vaut 1 en cas de succés et 0 en cas d’échec suit la loi de Bernoulli de
parameétre p, oll p est la probabilité de succeés.

» Soit A est un événement. La variable aléatoire qui prend la valeur 1 lorsque A est réalisé et 0
sinon, est appelée variable indicatrice de I’événement A et elle est notée 14. On a 14 ~ B(P(A)).

A .o 1o, . . 1
Ezemple 4 : On lance une piece pour laquelle la probabilité d’obtenir Face est .

Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur 1 lorsque Face est obtenue et 0 sinon.
Déterminer la loi de X.

¢) LOI BINOMIALE

— Définition 9 |

Soit n e N* et pe[0,1].
On dit que X suit la loi binomiale de paramétres n et p et on note X ~ Z(n,p) lorsque :

X(Q) =[0,n] et Vkel0,n], P(X:k):(Z)pk(l—p)"‘k.

Notons que la loi binomiale de paramétres 1 et p est la loi de Bernoulli de paramétre p : Z(1,p).

Situation-type : Soit n € N*. On réalise successivement n épreuves de Bernoulli indépendantes, de
méme probabilité de succés p € [0,1].

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de succés durant ces n épreuves.

Alors X suit la loi binémiale de paramétres n et p.

Exemple 5 : Nombre de succes lors de tirages successifs avec remise

Une urne contient 2 boules blanches et 5 boules noires.

On effectue 3 tirages successifs avec remise dans cette urne.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues.
Déterminer la loi de X.

d) LOI GEOMETRIQUE

—{ Définition 10 }

Soit p €]0, 1].
On dit que X suit la loi géométrique de parameétre p et on note X ~¥(p) lorsque :

X(Q)=N* et VkeN*,P(X=k)=p(l-p)*L

Situation-type : On réalise une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli indépendantes, de méme pro-
babilité de succés p €]0,1[ (ou on réalise de telles épreuves de Bernoulli jusqu’a obtenir un succés).
Soit X la variable aléatoire égale au rang du premier succes.

Alors X suit la loi géométrique de paramétre p.



FEzxemple 1 (suite) : Déterminer la loi de X.

Exemple 6 : Rang du premier succes lors de tirages successifs avec remise

Une urne contient 2 boules blanches et 5 boules noires.

On effectue une infinité de tirages successifs dans cette urne avec remise (ou jusqu’a obtenir une
boule blanche).

Soit X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

Déterminer la loi de X.

Proposition 11

Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de paramétre p (ou p €]0,1[).
Alors pour tout k€N, on a P(X > k) = (1-p)*.

e) Lol DE POISSON

— Définition 12

Soit A €]0, +oo].
On dit que X suit la loi de Poisson de parameétre A et on note X ~ Z(\) lorsque :
2K

X(@)=N et VkeN, P(X=k)=c>7r.

Notons que cette loi ne pourra pas étre déduite d’une expérience aléatoire.

Exemple 7 : La lot de Poisson comme lot limite de la loi bindmiale
Soit A €]0, +oo].
Pour tout n € N, X,, est une variable aléatoire suivant la loi binémiale de paramétres n et p,.
On suppose que nl_1>r+noo np, = A
\E
AT

Montrer que pour tout k€N, on a li{rn P(X,=k)=¢ R

Interprétation : En particulier, pour n grand, on peut considérer que %(n, %) v P(N).

La loi de Poisson permet de modéliser le nombre de réalisations d’un événement rare (événement qui
se réalise avec une faible probabilité) dans une période de temps donnée.

Par exemple, si X est le nombre de désintégrations radioactives enregistrées par un compteur Geiger
pendant un intervalle de temps donné alors on considére que X suit une loi de Poisson (dont le
paramétre est habituellement estimé grace aux statistiques).



3. LOI CONDITIONNELLE

— Définition /Proposition 13

Soit X une variable aléatoire discréte définie sur (€2,.97).
Soit B un événement de probabilité non nulle.
2(X(Q) —  [0,1]

A —> PB(X € A)
Elle est appelée la loi conditionnelle de X sachant B.

[application est une probabilité sur X (Q).

Dans la pratique, déterminer la loi d’une variable aléatoire X sachant un événement B, ¢’est donner :
1. ensemble des valeurs prises par X c’est-a-dire X (),
P((X =x)nB)

2. les probabilités correspondantes ¢’est-a-dire Pg(X =) = P(B)

pour tout x € X ().

On remarquera que si x € X () vérifie (X =z)n B =g alors Pg(X =) =0.
On pourrait se contenter de donner X (B) = {X(w),w € B} ¢’est-a-dire I’ensemble des valeurs prises
par X lorsque B se réalise.

Ezxemple 8 : On dispose de deux piéces, la premiére donnant pile avec une probabilité p et la deuxiéme
avec une probabilité ¢ (on (p,q) €]0, 1[?).

A chaque tour on lance les deux piéces et on s’arréte lorsque que la deuxiéme donne face.

On note alors 7' le nombre de tours réalisés et X le nombre de pile donnés par la premiére piéce.

1. Déterminer la loi de 7T
2. Pour tout n € T'(2), déterminer la loi de X sachant (7 =n).
3. En déduire la loi de X.

C. COUPLES ET n-UPLETS DE VARIABLES ALEATOIRES

1. DEFINITION

— Définition /Proposition 14

Soit X et Y deux variables discrétes définies sur un méme espace probabilisé.

, .. ) Q — X(Q)xY(Q)
L’application (X,Y) : { v o (X(w).Y ()
appelée couple des variables aléatoires discrétes X et Y.

est une variable aléatoire discreéte,

Etudier le couple (X,Y), c’est étudier simultanément les variables aléatoires X et Y.

Exemple 9 : On lance deux dés.

Soit X la variable aléatoire égale au plus petit résultat des deux dés et Y au plus grand.
Déterminer (X,Y)(Q).

Proposition 15

La famille ((X =z)n(Y = y)) est un systéme complet d’événements.

(z,y)eX ()<Y ()




L’événement (X =) n (Y =y) est aussi noté¢ (X =z,Y =y).

On définit plus généralement le n-uplet de variables aléatoires discrétes (X7, ..., X,,) comme la va-
riable aléatoire discréte :

' Q — Xl(Q)XXXn(Q)
(X1, X5) { w — (Xi(w),..., X(w)).

2. LOIS DE PROBABILITES ASSOCIEES

—{ Définition 16 }

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes.
» On appelle loi conjointe de X et Y la loi du couple (X,Y).

» On appelle premiére loi marginale du couple (X,Y") la loi de X.
On appelle premiére loi marginale du couple (X,Y) la loi de Y.

» Dans la pratique, déterminer la loi conjointe de X et Y, c’est donner :
1. Pensemble (X, Y)(€2) (ens. des couples de valeurs que peuvent prendre X et Y simultanément)
2. les probabilités P(X =z,Y =y) pour tout (z,y) € (X,Y)(£).

» Lorsque les variables aléatoires X et Y sont finies, la loi du couple (X,Y’) peut étre représentée
par un tableau a double entrée :

X\Y %N Y2 Ym
1 P(X=x1,Y=9y1) | P(X=2,Y =1y2) | ... | P(X =21,Y =ypn)
T P(X=x3,Y=9y1) | P(X=22,Y =1p2) | ... | P(X =22,Y =yp,)
z, |P(X=xz,,Y=vy1)| P(X=2,,Y=10)|... P(X=2,Y =yn)
» Ona:
P(X=z,Y=y)= > > PX=zY=y)= > > PX=zY=y)=1
(z,9)eX (Q)xY (Q) e X (Q) yeY () yeY (Q) zeX ()

» Lorsque l'on dispose d’un couple (X,Y") de variables aléatoires, on peut également s’intéresser a :
* laloi conditionnelle de X sachant 'événement [Y = y] pour tout y € Y(Q2) tel que P(Y =vy) # 0,
* laloi conditionnelle de Y sachant 'événement [ X = x] pour tout z € X (Q) tel que P(X =x) # 0.

Ezemple 10 : On considére un couple (X,Y) de variables aléatoires.
1. On connait la loi conjointe.

Comment obtient-on les lois marginales ? (Illustration sur le tableau ci-dessus.)
Comment obtient-on les lois conditionnelles ?

2. On connait la loi de Y et la loi de X sachant [Y = y] pour tout y € Y(Q2) tel que P(Y =y) #0.
Comment obtient-on la loi conjointe ?
Comment obtient-on les lois marginales ?

FEzxemple 9 (suite) : Déterminer la loi conjointe de X et Y.
En déduire les lois marginales du couple (X,Y).



On peut de la méme fagon s’intéresser a diverses lois autour d’un n-uplet (Xi,...,X,) :
la loi du n-uplet, les lois marginales et diverses lois conditionnelles.

Connaitre les lois marginales ne suffit pas pour connaitre la loi du couple en général. Par contre, cela
suffit si 'on sait de plus que les deux variables aléatoires sont indépendantes.

3. VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

—{ Définition 17}

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur 2.
On dit que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes et on note X 1 Y lorsque :

V(r,y) e X(Q)xY(Q), P(X=x,Y=y)=P(X=2)xP(Y =y).

Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
(i1) Pour tout (z,y) € X(2) x Y (), les événements (X =x) et (Y =y) sont indépendants.
(7i1) Pour tout z € X () tel que P(X =x) # 0, la loi de Y sachant (X =) est la loi de Y.
(iv) Pour tout y € Y(Q) tel que P(Y =y) #0, la loi de X sachant (Y =y) est la loi de X.

— Proposition 18

Si X 1LY alors pour toutes parties Ac X(Q2) et BcY (), on a:

P((XeA)n(YeB))=P(XeA)xP(Y eB).

— Proposition 19

Si X 1 Y alors pour toutes fonctions f et g, définies respectivement sur X (Q2) et Y (),
ona f(X) L g(Y).

Exemple 11 : On dit qu'une variable aléatoire discréte est symétrique lorsque —X ~ X c’est-a-dire
pour tout x € X(Q2), P(X =-z)=P(X =x).

Soit X et Y deux variables aléatoires symétriques indépendantes.

En comparant la loi de (-X,-Y") a celle de (X,Y"), montrer que X +Y est symétrique.

— Définition 20 |

Soit n € N*. Soit X1,...,X,, des variables aléatoires définies sur 2.
Les variables X7,...,X,, sont dites indépendantes lorsque :

V (21, 7)€ Xo(Q) x - x Xa(€), P(é(Xi _ xi)) _ IiP(Xi =)




I’indépendance implique 'indépendance deux a deux mais la réciproque n’est pas vraie.

— Théoréme 21 |

Soit n € N*. Si X7,...,X,, sont n variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi
A (p) alors X; + -+ X, suit la loi B(n,p).

— Proposition 22

Si les variables X7,..., X,, sont indépendantes alors pour toutes parties A; ¢ X;(Q),.. .,

A, € X,(Q), on a P (ﬁ(xi - Ai)) -[1P(Xi € A).

— Proposition 23

Si les variables X,..., X, sont indépendantes alors pour toutes fonctions fi,..., f, telles
que pour tout k € [1,n], fr est définie sur X;(2), les variables fi(X1),..., f.(X,) sont
indépendantes.

— Théoréme 24 (Lemme des coalitions)

Si les variables Xi, ..., X,, sont indépendantes alors pour tout m € [1,n - 1], toute variable
aléatoire fonction de Xi,...,X,, est indépendante de toute variable aléatoire fonction de
Xt ooy Xo.

Ezxemple : Si les variables aléatoires Xi,..., X1 sont indépendantes alors les variables aléatoires
HXk et X,,1 sont indépendantes, de méme que les variables aléatoires ZXk et X1 (utile dans

k=1 k=1
des récurrences).

Ce résultat est encore vrai pour plus de deux coalitions.

— Définition 25 |

Soit (X, )neny une suite de variables aléatoires discrétes définies sur €.

» On dit que (X,,)qen est une suite de variables indépendantes lorsque pour tout n € N,
les variables aléatoires X, ..., X, sont indépendantes.

» On dit que (X, )nen est une suite i.i.d. lorsque c¢’est une suite de variables indépen-
dantes et identiquement distribuées c’est-a-dire telles que pour tout n € N, X,, ~ Xj,.

Exemple : Jeu de pile ou face infini

On lance une piéce une infinité de fois.

Pour tout n € N*, on note X, la variable aléatoire égale a 1 si on obtient pile au néme lancer et 0 sinon.
Alors la suite (X, )nen+ est une suite i.i.d. de variables aléatoires de Bernoulli.



II. MOMENTS DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

A. ESPERANCE

1. DEFINITION

— Définition 26 |

Soit X une variable aléatoire discréte.

» |Dans le cas X(2) c [0, +00]

On appelle espérance de X 1'élément de [0, +o0] défini par :

E(X)-= ;Q)xP(X = )

Convention : tP(X =x) =0 lorsque z = +o0 et P(X =x) =0.

» |Dans le cas X(2)cKou K=RouK=C

X est dite d’espérance finie lorsque la famille (2P (X = 2))ex () est sommable.
Dans ce cas, on appelle espérance de X 1'élement de K défini par :

E(X)-= ;(:Q)xP(X = )

Cas particulier X (Q) fini : | Alors X est d’espérance finie et E(X) = Y aP(X =z).

zeX ()
» Notons que (2P (X =2))zex(o) étant une famille au plus dénombrable de [0, +c0] ou de K, les no-
tions de sommabilité et de somme ont été définies en préambule du chapitre « Espaces probabilisés ».

» Au lieu de « X est d’espérance finie » , on rencontre parfois « X a une espérance ».

» [’espérance est la moyenne des issues possibles pondérées par leurs probabilités.

» L’espérance de toutes les lois usuelles est & connaitre et a savoir retrouver (¢f tableau p.11).

Notons en particulier que si A est un événement, 14 ~ B(P(A)) et donc E(14) = P(A).

— Proposition 27

Hyp. On suppose que X est a valeurs dans Nu {+o0}.
On a:

E(X)=Y P(X >n).

Ezxemple 12 : Retrouver lespérance de la loi géométrique de paramétre p €]0,1[.

—{ Définition 28 }

Une variable aléatoire est dite centrée lorsque E(X) = 0.
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2. THEOREME DU TRANSFERT

— Théoréme 29 (Formule de transfert)

Soit X une variable aléatoire discréte. Soit f une fonction définie sur X (2).
» |Dans le cas f(X)(Q2) c [0, +0o0]
On a:

E(f(X))= ) f@)P(X=u)

zeX ()
Dans le cas f(X)(©2) cK oa K=R ou K=C‘
f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille (f(x)P(X = x))xeX(Q) est

sommable.
Dans ce cas :

| 2

E(f(X))= Y f@)P(X=2).

zeX ()

Ce théoréme permet de déterminer si f(X) est d’espérance finie et de calculer E(f(X)) sans avoir
a déterminer la loi de f(X).

1
Exemple 13 : On suppose que X suit une loi géométrique de paramétre p. Calculer (})
Ce théoreme peut s’appliquer avec un couple ou un n-uplet de variables aléatoires.
Exemple 1/ : Soit n € N, n > 2. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire deux boules
successivement et sans remise dans cette urne. Soit X la variable aléatoire égale au premier numéro

obtenu et Y la variable aléatoire égale au deuxiéme numéro obtenu.
Déterminer la loi du couple (X,Y") puis calculer E(XY).

3. PROPRIETES

— Proposition 30 (Linéarité de l’espérance)

» Si X et Y sont d’espérance finie alors pour tout A € K, AX +Y est d’espérance finie et
on a :

E(X +Y) = AE(X) + E(Y).

n
» Si Xj,...,X, sont d’espérance finie alors pour tout (A,...,\,) € K", Z)\iXi est d’es-
i=1

pérance finie et on a F (Z )\iXi) = Z ME(X).
i=1 i=1

» Si les variables aléatoires sont toutes a valeurs dans [0, +00] et si les scalaires sont aussi des
éléments de [0, +o0] alors les formules restent valables sans I’hypothése d’espérance finie.
» Si X est d’espérance finie alors la variable X — F(X) est centrée.

Ezemple 15 : Retrouver la valeur de l'espérance de la loi #(n,p) en utilisant la linéarité.
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— Proposition 31

Si | X|<Y etsi E(Y) < +o0o alors X est d’espérance finie.

— Proposition 32

» Positivité : Si X >0 alors E(X) > 0.
» Croissance : Si X <Y et X et Y sont d’espérance finie alors E(X) < E(Y).

»  Nullité pour une variable positive :
Si X >0et E(X) =0 alors (X =0) est presque sir.

En particulier, si X(Q) c [a,b] et X est d’espérance finie alors on a a < E(X) <b.

— Théoréme 33 |

Si X et Y sont indépendantes et d’espérance finie alors XY est d’espérance finie et on a :

E(XY) = B(X)E(Y).

— Corollaire 34

n

Si X1,..., X, sont n variables indépendantes et d’espérance finie alors H X, est d’espérance
k=1

finie et on a :

E (ﬁ Xk) - [1E(x).
k=1 k=1

B. VARIANCE ET COVARIANCE

Dans ce paragraphe, les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

1. INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARYZ

— Proposition 35

Si X2 est d’espérance finie alors X est d’espérance finie.

— Théoréme 36 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Si X2 et Y2 sont d’espérance finie alors XY est d’espérance finie et on a :
(BE(XY))* < B(X2)E(Y?).

Cas d’égalité :
(E(XY))2 = F(X?)E(Y?) si et seulement si X =0 ps ou il existe a € R tel que Y =aX ps.

13



2. VARIANCE ET ECART-TYPE

— Définition/Proposition 37

» On dit que X admet une variance lorsque X2 est d’espérance finie.

» Dans ce cas, la variable aléatoire (X = E(X))2 est d’espérance finie.
On appelle alors variance de X et on note V(X) le réel :

V(X)=E((X - E(X))?).

» Au lieu de « X admet une variance », on rencontre parfois « X a une variance finie ».

» Par positivité de I'espérance, on obtient que V' (X) est un réel positif.
Par le cas de nullité pour une variable positive, V(X)) =0 si et seulement si X est constante ps.

» La variance est ’espérance des carrés des écarts a ’espérance.
Elle est un indicateur de la dispersion de la variable aléatoire.

— Proposition 38

Si X2 est d’espérance finie alors on a :

V(X) = B(X?) - (B(X))".

» Par le théoréme du transfert :

X admet une variance si et seulement si  »  z?P(X =x) < +o00
e X ()

et dans ce cas : )
V(X)= > 2?P(X=x)-| ) zP(X=z)].
e X () zeX (02)

» La variance des lois usuelles est a connaitre et a savoir retrouver (c¢f tableau).

—{ Définition 39 }

On suppose que X admet une variance.
On appelle écart-type de X le réel o(X) =/V(X).

—{ Définition 40 }

Une variable aléatoire est dite réduite lorsque V(X)) = 1.

— Proposition 41

Soit a et b deux réels.
Si X admet une variance alors aX + b aussi et on a V(aX +b) = a?V(X).

14



— Proposition 42

On suppose que X admet une variance non nulle.
X - E(X)

est centrée et réduite.
o(X)

Alors la variable

1
Ezemple 16 : Soit X une variable aléatoire vérifiant X () = N* et Vne N*, P(X =n) = A+ 1)
n(n
1. Calculer 'espérance de X. Est-ce que X admet une variance ?
2. La variable VX est-elle d’espérance finie ? admet-elle une variance ?
3. La variable (-1)X X est-elle d’espérance finie ?
4.

Montrer que la variable (-1)X+/X est d’espérance finie et la donner sous forme d’une somme.
Cette variable admet-elle une variance 7

3. COVARIANCE

— Définition /Proposition 43

On suppose que X et Y admettent une variance.
» La variable aléatoire (X — E(X))(Y - E(Y)) est d’espérance finie.

» On appelle covariance de X et'Y le réel :

Cov(X,Y) = B((X - B(X))(Y - B(Y))).

v

Si X admet une variance alors Cov(X, X) = V(X).

» La covariance est symétrique : Cov(X,Y") = Cov(Y, X).

v

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a [Cov(X,Y)|<o(X)o(Y).

v

Si X est constante presque stirement alors Cov(X,Y") = 0.

— Proposition 44

On suppose que X et Y admettent une variance.
On a:
Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y).

—{ Proposition 45

On suppose que X et Y admettent une variance.
Si X 1LY alors Cov(X,Y)=0.

15



— Proposition 46 (Bilinéarité)

» On suppose que X, Y et Z admettent une variance. Soit \ € R.
On a:
Cov(AX +Y,Z) = ACov(X, Z) + Cov(Y, Z).

» Soit n € N*. On suppose que Xi,...,X, et Y admettent une variance.
Soit (A1,...,A,) €R™. On a:

Cov (zn: )\zXza Y) = Zn: )\Z‘COV(XZ', Y)
=1 i=1

Par symétrie, ces propriétés sont également vraies a droite.

— Proposition 47 (Variance d’une somme de deuz variables aléatoires)

» Si X et Y admettent une variance alors X +Y aussi et on a :
V(IX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y).
» Side plus X et Y sont indépendantes alors :

V(X+Y)=V(X)+V(Y).

— Proposition 48 (Généralisation a un nombre fini de variables aléatoires)

n
» Si Xi,...,X, admettent une variance alors ZXZ» aussi et on a :
i=1

i=1 i=1 (Lj)le[[l"n]]? i=1 1<i<j<n
i#j

» Si de plus les variables Xy, ..., X, sont deux a deux indépendantes, on a :

v(f}x) - S V(X).

Ezemple 17 : Retrouver la valeur de la variance de la loi Z(n,p) en utilisant cette proposition.

Exemple 18 : On suppose que Xq,..., X, admettent une variance.
On note M = (m; )1« j<n la matrice de variances-covariances associée c’est-a-dire définie par :

V(Z,j) € [[1,71]]2, m;; = COV(X“XJ)

On remarquera qu’il s’agit d’une matrice symétrique réelle.
Montrer que pour tout X € ., 1(R), XTMX > 0.
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C. FONCTION GENERATRICE D’'UNE VARIABLE ALEATOIRE A VALEURS DANS N

—{ Définition 49 }

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N.
On appelle fonction génératrice de X et on note Gx la fonction définie par :

Gx(t) = E(tX) = 3 P(X =n)i™.

n=0

Par le théoréme du transfert, la variable tX est d’espérance finie si et seulement sila série ) P(X = n)t"

+o00

converge absolument et dans ce cas, E(t¥) = " P(X =n)t".
n=0

Cela revient donc a ’étude d’une série entiére.

— Proposition 50

» La série entiére ZP(X =n)t" a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
» En tant que série de fonctions, elle converge normalement sur [-1,1].

» La fonction génératrice Gx est définie et continue sur [-1,1].

On remarquera que Gx (1) = 1.

Proposition 51

La loi d'une variable aléatoire a valeurs dans N est caractérisée par sa fonction génératrice.

La fonction génératrice des lois usuelles est & connaitre et & savoir retrouver (voir tableau)

— Théoréme 52 |

On suppose que X est a valeurs dans N.

» X est d’espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en 1.
Dans ce cas, on a :

B(X) = G (1).

» X admet une variance si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1.
Dans ce cas, on a :

BE(X(X -1)) =G%(1) d’oit par linéarité V(X)=G%(1) + Gy (1)(1 - G (1)).

Si la série entiére ZP(X =n)t" a un rayon de convergence strictement supérieur a 1 alors X est
d’espérance finie et a une variance (puisque Gy est de classe € sur l'intervalle ouvert de conver-
gence).

Si le rayon de convergence est égal a 1 alors « (deux fois) dérivable en 1 » signifie « (deux fois)
dérivable a gauche en 1 ».
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Ezemple 19 : Retrouver espérance et la variance des lois Z(n,p) et Z2(\) a l'aide de ce théoréme.

— Théoréme 53 |

Les variables considérées sont & valeurs dans N.
» Si X LY alors Gx.y = Gx xGy.

n
» Si les variables aléatoires Xi,..., X, sont indépendantes alors ngﬂ X, = H Gx,.
i=1

Insister sur le fait que ca permet de déterminer la loi d'une somme.
Ezemple 20 : Montrer que X ~ Z(\), Y ~ P (u) et X LY alors X +Y ~ P2 (\+ p).

Ezemple 21 : Retrouver la fonction génératrice de la loi Z(n,p).

[II. INEGALITES

A. INEGALITE DE MARKOV

— Proposition 54 (Inégalité de Markov)

On suppose que X est positive.

Pour tout a >0, on a :
E(X
P(X >a)< ( )
a

En appliquant 'inégalité de Markov & | X|" pour r € N* (comme |X|" > 0), on obtient :

E(X|
Va >0, P(\X|r>a)<M.
a

Exemple 22 : Soit X une variable aléatoire discréte. Soit « € R.
Montrer que P(X > «) < e @E(eX).

B. INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV

— Proposition 55 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

On suppose que X? est d’espérance finie.

Pour tout € >0, on a :
V(X
P(|X-E(X)|2¢) < #
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» Sil'on connait la loi de X, on peut calculer les probabilités P(X > a) et P(|X — E(X)| > ¢).
Grace aux inégalités de Markov et Bienaymé-Tchebychev, méme si I’on ne connait pas la loi
de X, on peut obtenir une majoration de ces probabilités & condition de connaitre 'espérance
et la variance (mais cette majoration est assez grossiére).

» [’inégalité de Bienaymé-Tchebychev rappelle que la variance est un indicateur de dispersion.
» Par passage a I'événement contraire, on a :

V(X)

Ve>0, P(|IX-E(X)|<e)21- 2

C. LoI FAIBLE DES GRANDS NOMBRES

— Théoréme 56 |

On suppose que (X, ),>1 est une suite de variables i.i.d. de variance finie.

On note m = E(X;) et o = 0(X;). Pour tout n € N*, on pose S, = Y Xj.

k=1
Alors pour tout € >0, on a :
S o? S
Vn e N, P(—"—m Ze)é—Qetdonc lim P(—"—m 25):0.
n ne n—>+00 n

n
—-m
n

n—>+0o

<5):1.

» On réalise une méme expérience aléatoire plusieurs fois, dans les mémes conditions.

» Par passage au complémentaire, on a Ve >0, lim P(

* Pour tout n € N*, on note X, le résultat obtenu a la n-éme expérience (supposé numérique).
Si l'on réalise cette expérience un grand nombre de fois alors d’apres la loi des grands
nombres, la moyenne des résultats obtenus (moyenne empirique) est trés proche de 'espé-
rance du résultat (moyenne théorique).

x On s’intéresse a un événement A et pour tout n € N, on note X,, la variable aléatoire qui
prend la valeur 1 si A est réalisé a la n-éme expérience et 0 s’il ne ’est pas.

Si 'on réalise cette expérience un grand nombre de fois alors d’aprés la loi des grands
nombres, la fréquence de réalisation de I'événement A est trés proche de la probabilité de
I’événement A.

Ainsi, la probabilité d’un événement coincide avec la notion historique intuitive de fré-
quence limite d’apparition de cet événement lors d’une succession infinie de réalisations de
I’expérience aléatoire.

» Ce résultat permet d’estimer une espérance ou une probabilité a 'aide de simulations infor-
matiques.
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