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SUJET 1 - EXERCICE 1

1. Pour tout = € E, on a f(z) = x = Ax,u) u donc f(x) € E en tant que combinaison linéaire de
— —

——

ek R

)
vecteurs de F.
Soit (z,y) € E2. Soit («, 5) € RZ. On a par linéarité a gauche du produit scalaire :

flax+ By) = ax + By - Max + By, u)u = ax + Sy — Mafx,u) + Sy, u))u
= ax + fy — aX(z,u)u — BNy, u)u = a(z — Mz, u)u) + B(y — My, u)u)
=af(z)+Bf(y).

Donc f est un endomorphisme de F.
Soit (x,y) € £2. On a par linéarité & gauche du produit scalaire :

(f(@),y) = (x - Mz, u)u,y) = (z,y) - Mz, u)(u,y).
En échangeant les noms de x et y, on a donc aussi :
(f(y),x) = (y,2) = My, ul{u, z) = (z,y) = Mu, y){z,u) = (f(x),y)

par symétrie du produit scalaire.
On en déduit que :

’ f est un endomorphisme autoadjoint de E‘

2. Résolvons I'équation f(x) = x d’inconnue x € F.

f@)=z<ex-Nz,u)u=2 < MNz,upu=0g < (z,u) =0
car A+ 0 et u+0g.
Ainsi :
fx)=x<orliluerec{u}t<xe (Vect(u))l.
On a dim(\/ect(u))L = dim(E) - dim(Vect(u)) =n-1>1 car u+#0p et n > 2.
On en déduit que (Vect(u))l #{0g} donc I'équation f(x) =z d’inconnue z € E admet des solutions

non nulles.
Cela signifie que :

’ 1 est une valeur propre de f‘

et onadeplus By ={zxeE, f(r)=x}= (Vect(u))l.

D’aprés le théoréme spectral, comme f est un endomorphisme autoadjoint, f est diagonalisable donc
la somme des dimensions de ses sous-espaces propres est égale a n.

Comme dim(E;) =n -1, f admet donc une et une seule autre valeur propre p et dim(E,) = 1.

On sait également que les sous-espaces propres d’'un endomorphisme autoadjoint sont orthogonaux
donc E, c (E1)* = Vect(u). Par 'égalité des dimensions, on en déduit que E,, = Vect(u).

Enfin, f(u) =u—- Mu,u)u = (1-Au|?)u = pu avec u # 0 d’otu p=1-\|u|?.

Ainsi :

Sp(f) ={1,1-=X||u|?}, Ey = (\/ect(u))l et Ey_\ju2 = Vect(u).




3. Soit x € E.

On a [[f(2)[? = =] + A*(z, u)?[u]? - 2Xz, u)(z, u) = [z + Mz, u)*(A]u]? - 2).

Si f est une isométrie vectorielle alors en particulier, || f(u)| = |u]| donc d’aprés ce qui précéde utilisé
avec x = u, on a M{u, u)?(A|u|?-2) =0 donc A|u|?-2 =0 puisque A # 0 et {u,u) = ||u|? # 0 car u # 0.

2
On en déduit que A = —

el
Réciproquement, si A = Tal? alors d’apreés le calcul ci-dessus, on a pour tout x € E, | f(x)]? = |=|?
u
donc | f(z)| = |z| (la norme d’un vecteur est toujours positive) donc f est une isométrie vectorielle.
Ainsi :
. e . . . 2
f est une isométrie vectorielle si et seulement si A = W
u

On a alors dans ce cas pour tout z € E :

f(x) =z -2z, ﬁﬁ -2 -2p(x)

en notant p la projection orthogonale sur Vect(u) car (ﬁ) est une base orthonormée de Vect(u).
u
En notant x =y + z avec y € (Vect(u))" et z € Vect(u), on a alors :
f(x)=y+z-2z=y-=z.

On reconnait la symétrie par rapport a (Vect(u))" parallélement a Vect(u) avec dim(Vect(u)) = 1.
On en déduit que :

dans ce cas, f est la réflexion d’axe Vect(u).

SUJET 1 - EXERCICE 2 (CCINP PC 2024)
Q1. Calculons le polynéme caractéristique de A :

xa(X) = X?—tr(A)X +det(A) = X?-9X +20-12 = (X - 1)(X -8).

Le polynéme caractéristique de A est scindé a racines simples (1 et 8) donc A est diagonalisable et
Sp(A) ={1,8}.
La matrice A est donc semblable & la matrice D = ( 0

0 8)' En d’autres termes :

il existe P € My(RR) matrice inversible telle que A= PDP!.

Q2. Soit B e M3(R). On a :
B*=A<= P'B’P=P'AP < (P'BP)*=D < A= D.

On a donc prouvé que :

’B est une racine cubique de A si et seulement si A = P-!BP est une racine cubique de D.

Q3. On a D=A3donc DA =A3A=A*=AA3=AD.
Ainsi :

|les matrices D et A commutent. |

Remarque : Plus généralement, tout polynome en A commute avec A.



On note A = ou (a,b,c,d) e R4

a
c d
a b a b\(1 0\ ,, . fa b)) [a 8b B B o

. d):(c d)(() S)dou(Sc Sd)_(c 8d)donc8b—betc-80doncb—c-0

0 .
d’ou A = g d) est diagonale.
Remarque : Autre rédaction possible, comme D et A commutent, les sous-espaces propres de D sont

. . . . 1
stables par A (c’est-a-dire stables par ’endomorphisme canoniquement associé a A) donc Vect ((0))

et Vect (((1))) sont stables par A. Ainsi, A ((1)) € Vect (((1))), ce qui signifie que la premiére colonne

de A est colinéaire a (1) . De méme, la deuxiéme colonne de A, A (?) est colinéaire a (?)

Par conséquent :

’1a matrice A est diagonale.‘

Q4. Soit A une racine cubique de D. On a donc A3 = D. D’aprés la question précédente, A est

diagonale : A = (8 2) donca’=1et d®>=8donca=1etd=2dou A= ((1) g)

3
Réciproquement, la matrice ((1) (2)) vérifie bien (é g) =D.

Il y a une unique racine cubique de D : A = ((1) g)

On reprend les équivalences de Q2, pour B € M3y(R), en utilisant I'unicité de la racine cubique de D :

B*= A< (P'BP)*=D <« P'BP = ((1) g) < B= P((l) (2)) P« B=PAP,

Ainsi :

’A posséde une unique racine cubique, c’est PAP*l.‘

Q5. Comme B est une base orthonormée directe et M = Ry, d’aprés le cours :

u est la rotation d’angle 6. ‘

Q6. Remarque : Il fallait penser géométriquement : tourner 8 fois d’un angle de 0/3 revient & tourner
d’un angle 0 et la multiplication matricielle est une traduction de la composition des applications
linéaires. ( , ) ( . )
, 9\ _ [cos(3) —sin(3 . 9\3 _ [cos(f) —sin(0) R
La matrice R(g) = (sin(3 Cos(gg)) vérifie R(g) = (sin(@) cos(0) car d’aprés le cours
0 0 0 0, 0
R(5)R(5)R(5)=R(5+3

N—

YR(1)=R(2+ )= Ro).

0 s
(COb (g)) — s (3)) est une racine cubique de M.
3

o o o _ [cos(8) sin(0)
Q7. D’aprés le cours, il existe 6 € R tel que N = Sp = (sin(&) ~cos(f)
(puisque SySy = Rg_g = I5) donc N3 = N.

Ainsi :

)etonadoncNQ:nglg

’N est une racine cubique de N.‘

3



Q8. A e R et x — 23 est une bijection de R sur R donc il existe un unique « € R tel que a3 = \.
Par définition, a = ¥/\.
On a (VL) = (VA)3I, = A, = Hy(\).

Ainsi :
la matrice E/X]p est une racine cubique de H,(\).
le ()‘1) (0)
Q9. Comme A est diagonalisable, il existe P inversible tel que A = P P1.
(0) Hy, (M)

3/)\_111;1 (O)
Posons B =P P1.0Ona:

©) Yy,

(VA1) I, (0) Hp, (A1) (0)
B3=P =P Pl=A.
(0) (\/3 Ad)BIpd (0) de()‘d)

Ainsi, B est une racine cubique de A.

’La matrice A admet une racine Cubique.‘

Q10. Comme A est inversible, 0 n’est pas valeur propre de A.
En effet, x4(0) = det(-A) = (-1)*det(A) # 0 car A est inversible donc 0 n’est pas racine de x 4.
Ainsi :

’les nombres Aq, ..., \; sont non nuls.‘

Q11. Soit z € C tel que 23 = \.

On a z #0 car A # 0. On note alors z = re' avec r >0 et o € R.

On a pe = 23 = r3e¥® donc r3 = p et il existe k € Z tel que 3a = 0 + 2k7 et donc a = § + 22,
Cela donne trois solutions distinctes pour z :

1 .0, 2im 1,0, dim
{pses pges S’pses 3}_

Réciproquement, on vérifie immédiatement que les trois nombres complexes ci-dessus vérifient 23 = \.

j0y2m 1 6, din
3 3,p363 3 .

L’équation z3 = X\ admet exactement trois solutions distinctes : pse 5 pée

Q12. D’aprés la question précédente, en notant zyy, 29, et z3; les trois racines cubiques de A\, € C*
(A # 0 d’aprés Q10),
X3 - /\k: = (X - Zlk)(X - ng)(X - ng).

Donc

Q(X) = H(X—Zlk)(X—sz)(X - Z3k)

et 2, # zjp pour k # k' car z = g et z?k, =\ et A\p # A\pr.
On en déduit que

’le polynéme @) est scindé & racines simples sur C. ‘

Q13. On suppose que B est une racine cubique de A. On a donc B3 = A.
d

Comme A est diagonalisable, le polynome II4 = H (X=X = H(X - Ax) est un polynéme annu-
/\ESp(A) k=1

lateur de A. On a alors Q(B) = 1_[(B3 Aedyp) = H(A Medn) =T14(A) =0,.

Ainsi, le polynome @) est un polynome annulateur de B et comme il est scindé & racines simples
d’aprés la question précédente, on en déduit que :

la matrice B est diagonalisable dans M,,(C).




