Centrale PC 2020 Math 1 - Corrigé

I. Cas des matrices detaille 2 x 2

1. e Par produit matriciel par blocs,

n

_In X On,n + On,n X (_In) _In X In + On,n X On,n

On,n _In

n On,n

I 0r

n n,n
e OnaJlJ,Jn=JE xJ? = (=J,) x (=Iz) = Jy, donc J,, € SPa, (R).
e On a donc bien J,, € SP2,(R) N Az, (R).

T T
eOnaJl= (Onjw” (=) ) = ( ) = —Jy, donc J, € Ay, (R).

2. Soit M:(Z Z)EMQ(R).
On a

d b —da+bc —db+bd

MTJM = (:c a) M- (—ca+ac —cb+ad) _ ( 0 det(M)

—det(M) 0

donc on a bien
M symplectique < MJ,M = J, < det(M) = 1.

3. o Comme M est orthogonale, M” = M~!, donc

M symplectique < ML J,M = J, < M YJ,M = J,
< J,M =MJ, (car M est inversible)

PN X2 Y2 ) _ (7Y 1
—r1 —U —Y2 X2

- Y1 = —T2 - Y1 _ -T2
Yo =T Y2 Z1

<~ M2 = —J1M1 (car J1M1 = (—xgjl))

4. Posons X, = (il)
2

Alors, en posant X = -J1 X7 = (_;2) , 0n a

|Xo? =23 +2 = |X1)* =1 et (X1, Xa)=a1(-22) + 2w1 =0,

donc la famille (X7, X5) est orthonormale, donc libre et formée de 2 vecteurs de M5 1 (R), espace vectoriel de dimension
2, donc c’est une base orthonormale de My 1(R), donc M = ( X4 ‘ X5 ) est orthogonale.
De plus, d’apreés la question précédente, comme X5 = —J1 X7 et M orthogonale, M est aussi symplectique.

5. Soit M une matrice de taille 2 x 2 symétrique et symplectique.

Comme M est symétrique réelle, elle est diagonalisable dans une base orthonormée donc il existe P € O5(R) telle que

PYMP =D avec D diagonale.
Comme P est orthogonale, on a det(P) € {-1,1}.

Si det(P) =1 alors P est symplectique d’aprés la question Q.2 et si det(P) = —1 alors en notant ) la matrice déduite
de P en multipliant sa premiére colonne par —1, on a det(Q) = 1 donc @ symplectique, @ orthogonale (puisque la
famille de ses colonnes reste orthonormée) et Q'MQ =D (car la premiére colonne de @ est toujours un vecteur

propre de M associé & la méme valeur propre que la premiére colonne de P).
On a donc bien le résultat souhaité.

6. o Si M € A3(R), alors il existe a € R tel que M = (_Oa g) =aJi.
On a donc det(M) = a® det(J;) = a?, donc

M symplectique < det(M)=1<a?=1<xa==+1.

Les seules matrices de taille 2 x 2 4 la fois antisymétriques et symplectiques sont donc J; et —J;.
e Ona xj,(X)=x_s,(X)=X?+1 qui n’est pas scindé dans R[X], donc .J,, et —.J,, ne sont pas diagonalisables dans

Ms(R).

2 _ On,n X On,n + In X (_In) On,n X In + In X On,n _
J = =—Is,.

)



II. Cas des matrices symplectiques et orthogonales

On a donc, pour tout (X,Y) € (M2,1(R))?,  ¢(X,Y)=X"KY =(X,KY)=(K"X,Y).
7. o 0 : (Ma,1(R))? - R par définition de ¢.

e Pour tout Y € My, 1(R),

— X o(X,Y) =(X,KY) est linéaire par linéarité a gauche du produit scalaire.

— XY, X)= (KTY, X) est linéaire par linéarité & droite du produit scalaire.

e © est donc bien une forme bilinéaire sur Ma,, 1 (R).
8. e Soit X €R.

Comme (X, X) eR, ona p(X,X) =¢(X,X)T. Or,

(X, XNT = (XTEKX)T = XTKT(XT)T = XTKT"X = XT(-K)X = -XTKX = —o(X, X),

donc (X, X) = -p(X,X), donc (X, X) =0. p est donc alternée.
e Pour tout (X,Y) € (Ma,1(R))?, ¢(X +Y,X +Y) =0 car ¢ est alternée.
Or, par bilinéarité de ¢, on a aussi

PX+Y, X +Y) = (X, X) +p(X,Y) + o(V, X) + o(Y,Y) = (X, Y) + (Y, X),
—_—— ——
=0 =0
donc on a bien o(X,Y) = —-p(Y, X).
Pour ce deuziéme point, 'énoncé attendait peut-étre plutot une preuve du style : o(X,Y)! = o(X,Y) car o(X,Y) € R.
Or
(X, YN = (XTEY)T =YTKT(XT) =YTKTX = YT (-K)X = -YTKX = —p(Y, X),

donc on a bien p(X,Y) = —¢(Y, X).

9. Comme J, est antisymétrique, tous les résultats des questions 7 et 8 restent valables.
T Y

Pour tout X = x:g € Mo, 1(R) et pour tout ¥ = y:2 € My, 1(R), on a
T2n l/z.n
yn.+1
JY = %Z’; ,
v
donc

2n n 2n
e(X,Y)=X"1Y = Y wx(JnY )k = 3 @atinek + . k(~Yh-n)
k=1 k=1 k=n+1
= Z TrYnsk + Z Zjn(—y;) (en posant j =k —-n)
k=1 i

Jj=1

M=

(TkYk+n — Then¥k)-

B
I

1

10. Soit (7,7) € {1,...2n}%
En prenant X =e¢;, on a xy = d; ;, pour tout k € [[1,2n]].
En prenant Y = e;, on a y;, = d; , pour tout k € [[1,2n]].
D’ou, d’aprés la question précédente,

n n
o(€ire;) = > (Thlken = Than¥i) = Y. 05 k0 kan — O kenOjk
k=1 k=1
n 2n
= 8ik0jkan — OikenOjk + D, Oik  Ojkin - Ciken Ok
k=1 k=n+1 ~—— ——
=0 car j<2n<k+n =0 car i<2n<k+n
2n
= > 85 k0 kan — O ke Ok
k=1
Or
k=i k=i
03 k0j kan = 1 = e
k+n=j j=i+n



11.

12.

13.

14.

15.

donc i 16 k+n = 03 k0 ivn-
De méme, &; k+n0jk = 05,60 jn-
On a donc
2n
p(eisej) = Y 0ikljivn = 0ijindjk
k=1

2n 2n
= D 0ik0jiin = 2, Oijendik
k=1 k=1

2n 2n
=0i,i0j.im + D, Oik Oj.isn = 0ijsnjj = D Oijen Ojk

k=1"—~— k=1 ~—

k+i =0 k+j =0

= 6j,i+n - §i,j+n = 5i+n,j - 5i,j+n'
On peut aussi le démontrer en distinguant des cas.
e Comme ¢ est alternée, on a, pour tout X € My, 1(R),
(X, J. X)=9p(X,X) =0,

donc on a bien J, X € X*.
eOna
o(Jn X, X) = (LX) T X =XTJ T, X = - XT 12X = - XT(-L,)X =X"X = | X|?

car J, est antisymétrique et J,% = -1, d’aprés la question 1.
Si X e Mg, 1(R). On a:
Y eX’ < o(Y,X)=0 (par définition de X7/")
< (Y, J,X)=0 (d’apres la remarque préliminaire de la partie)
< Ye(J,X),
donc on a bien X/ = (J,X)*.

e Comme P est orthogonale, la famille formée par ses vecteurs colonnes est une base orthonormée de Ms,, 1(R), donc

Vie [[1,2TLI|, HXzH =1
{V(m’) e[1,2n])?, i#j= X, L X,
e Pour tout i € [1,2n]], on a X; = Pe;, donc pour tout (i,75) € [1,2n])?,

(X, X;) = X' J,X; (par définition de )
= (Pey)T J,(Pej) = el (PTJ,P)e,
=e;Jne; (car P est symplectique)
=¢(e;,e;) (par définition de ¢)
=0iin,; —0ij+n (d’aprés la question 10).

On a donc bien le résultat attendu.
Soit i € {1,...,n}. Soit Z € Mg, 1(R). On décompose Z sur la base orthonormée (X1, Xo,...,Xo,) :

2n
Z =% zjX; avec, pour tout j € {1,...,2n}, z; =< Z, X; >
j=1
On calcule, avec la bilinéarité de ¢ :
2n 2n
P(Xi,2) = 3 2jp(Xi, X;) = 3 2 (0ian.j = 0ijn)
j=1 j=1
Orie{l,...,n}, donc pour tout j e {1,...,2n}, & ji,, = 0. Dés lors :
2n
(X, Z) =Y 2j0i4nj = Zien =< Z, Xijsn > .
j=1
Cette derniére égalité prouve que Z € XZT]" si, et seulement si Z est orthogonal & X;,,, : Vie {1,...,n}, X{]"
Soit i € {1,...,n}. Les questions Q 12. et Q 14. montrent que X;,, = (J,X;)".
Or pour tout X € Mo, 1(R), (X*)* = (Vect(X)*)* = Vect(X), donc Vect(J, X;) = Vect(Xiin).
Par conséquent, il existe un réel a tel que X;,, = aJ, X;.
En utilisant la bilinéarité de ¢ et la question Q 11.,
O(Xiin, X;) = 0p(Jn X, X;) = o Xi|* = o
D’autre part, on a vu en Q 13. que (X, Xiin) = Oin,i+n — 0iir2n = 1, donc vu que ¢ est antisymétrique,
O(Xin, X)) =-1

En définitive, X;,p, = aJ, X;, avec a=-1:Vie {l,...,n}, X1, =-JnX;

=X+

+n-°



III. Quelques généralités sur les matrices symplectiques

16. Soit M une matrice symplectique. On a M7 .J, M = J,,. En passant au déterminant, comme det(AB) = det(A) det(B)
et det(A”) = det(A), on a :
det(.J,,) = det(MT J, M) = det(M™) det(J,,) det (M) = (det (5, ) (det(M))?,

donc, comme det(.J,,) #0 (car J2 = —Iy,, donc J,, inversible), on a (det(M))? = 1, donc det(M) = +1.

17. Soit M une matrice symplectique. Alors, comme det(M) = £1 # 0, M est inversible.
De plus, on a MT.J, M = J,, donc, en multipliant & gauche par (MT)’1 et & droite par M ', on a

(MT)_lMTJnMM_l _ (MT)_IJnM_17 donc Jn — (MT)_ljnM_l.

Enfin, comme (M7)™ = (M™)”, on a
(M YT T, M =,
donc M1 est symplectique.
18. e Soient M et N deux matrices symplectiques. Alors M*.J, M = J,, et N*J,N = J,,, donc

(MNY'J,MN =NT" MTJ,M N =N"J,N = J,,
N———
=J,

donc M N est encore symplectique.
e Comme 02y, 25, # SPan,(R) (car Ogn’QanOQnyzn = 02,20 * Jn), SP2n(R) n’est pas un sous-espace vectoriel de Ma, (R).

IV. Réduction des matrices symétriques et symplectiques

IV.A - Propriété
Soit M € 8o, (R) N SP32,(R).

19. Soit A une valeur propre de M et X # 0 un vecteur propre associé.
Comme M est inversible (par exemple car det(M) #0), on a A # 0.
Comme J, est inversible et X #0, on a J, X # 0 et, comme MX =X et M*J,M = J, et M symétrique, on a

JoX =M J,MX = MJ,(AX) =AM (J,X),

1
donc M (J,X) = X(JHX)'
JnX # 0 est donc un vecteur propre de M associé a la valeur propre 1/\.

20. Soit A € Spr(M) et p=dim Ey. Soit (X7,...,X,) une base de E}.
e Comme J,, est inversible et (X7,...,X,) est libre, (J,X1,...,J,X}p) est une famille libre.
e D’aprés la question précédente, pour tout i € [1,p]], J,X; € Eyy.
e Notons h:Z e Mg, 1(R) » J,, Z.
Comme J,, est inversible, h est un automorphisme de Ma,, 1(R).
Pour tout X € Ey, J, X € Ey,y, donc h(E)) c Ey)y, donc

dim(E,,y) 2 dim(h(Ey)) =dim(Ey) (car h est bijectif).

En remplacant A\ par 1/\, on a aussi, pour tout X € Eyx, JuX € Eyjyny = Ex, done h(Eyy) ¢ By, donc
dim(Ey) > dim(h(Ey/y)) = dim(E;,y) (car h est bijectif).

On a donc dim(E,y) = dim(Ey) = p.

e La famille (J,X1,...,J, X)) est donc libre et formée de p éléments de Ey, espace vectoriel de dimension p, donc
c’est une base de FEy)y.

21. Soit Y € (Vect (Y1,...,Y,, JuY1,...,J,,Y,))", alors pour tout 4 € [[1, p]],
(Y, J,Y;)=(Y,Y;) =0, donc YTJ,Y;=YTYy;=0.
Par suite, comme .J,, = —J (.J, est antisymétrique), on a
0=Y"7Yi=YT (=), ==YT Y, = =(,Y)"Y; == (LY, i),

donc (J,Y,Y;) = 0.
De plus, comme Jﬁ = —I5,, on a aussi

0=YTY; =YT1L,Y, =Y (-J2)Yi = Y (- J) J.Y: = YT IL 0, Y; = (L, Y) .Y = (Y, J,Y3) .

On a donc bien J,Y € (Vect (Y1,..., Yy, JuY1,..., J,Yp))*"



22,

23.

24.

e Si Eq = {0}, alors la dimension de E; est paire. (dans ce cas-1a, pas de base).

e Sinon, il existe X7 # 0 dans F;. Quitte & le normaliser, supposons-le unitaire.

Alors, d’aprés la question 19, J, X7 est aussi dans E; (car 1/1=1).

De plus, |J, X1 |? = (Jo X)) T, X1 = XT TP 7, X, = XT (-T2 X1 = XT In X1 = X{ X1 = | X1 = 1, donc J,, X est aussi
unitaire.

Enfin, d’aprés la question 11, J, X € Xll, donc J,X; L X;. La famille (X3, J,X) est donc orthonormée, donc c’est
une famille libre d’¢léments de Fy, donc dim(E;) > 2.

Si dim(E;) =2, (X1, J,X1) est une famille libre & deux éléments de Fy, donc (X1, J,X1) est une base orthonormée
de El.

e Sinon, il existe X5 € By n Vect (X1, J, X1)*.

Comme X5 € Fq, J, X5 € E; et ...

e Supposons construite (Xi,...,Xp-1,JX1,...,JX,_1) une famille orthonormée de vecteurs de E; et supposons que
dim(E7) > 2(p - 1). Alors il existe X € Ey \ Vect(Xq,...,Xp-1,JX1,...,JXp-1), et, en orthonormalisant la famille
(X1,...,Xp-1,J X1, ..., JXpo1, X) (ce qui ne modifiera pas les 2p—2 permiers vecteurs), on trouve un vecteur unitaire
X, tel que (X1,...,X,-1,JX4,...,JX,-1,X,) soit une famille orthonormée de vecteurs de E.

On peut aussi choisir un vecteur unitaire dans (Vect (X1,..., Xp-1,JX1,...,JXpo1)) ...

Alors, d’aprés la question 19, J, X, est aussi dans Ej.

De plus, comme dans le premier point, on obtient ||.J, X, | = 1, donc J,, X, est unitaire.

D’aprés la question 21, comme X, € Vect (X1, ..., Xp-1,JX1,...,JX,1)", on a

JnX, € Veet (X1, ..., Xpo1, JX1, ..., JXpo1)*

Enfin, d’aprés la question 11, J, X, € X;, donc J, X, 1 X,,.

La famille (X1q,...,X,,JX1,...,JX},) est donc othonormée, donc c’est une famille libre d’éléments de Ei, donc
dim(E;) > 2p.

Sidim(Ey) =2p, (X1,...,Xp, JX1,...,JX,) est une famille libre & 2p éléments de E4, donc (X1, ..., X,, JX1,...,JX))
est une base orthonormée de Ej.

Sinon, on itére le procédé.

e On est sar que le procédé termine car dim(E;) < dim(Mag, 1(R)) = 2n, et on construit donc bien ainsi une base
orthonormeée (Xi,...,X,,JX1,...,JX,) de E; (pour un certain p € N*), et on a donc dim(E;) = 2p.

Le méme procédé marche a 'identique pour E_; (car 1/(-1) = —1), permettant ainsi de construire une base orthonormée
(X1,..., Xk, JX1,...,JXy) de E_1, qui est donc un espace vectoriel de dimension 2k.

Comme M est symétrique, on a

1
GB (E>\ ® El/)\) o' F1 o' FE_ 1= M2",1(R).
AeSp (M)
A1

Pour tout |A| > 1 dans Sp (M), on constuit une base orthonormée (X1,...,X,,) de E\.
Alors (JuX1x, ..+, JnXn,\) est une base de Eyy et |[J,X; x| = [Xia[ =1 et, pour tout i # j,

(JaXin, JnXjn) = (JaXin) TnXjn = X0 (Th J) Xjx = X[ Don X0 = X X0 = (X, Xja) =0,

donc la famille (J, X1 x,...,JnXn ) est une base orthonormée de Ey.

On a vu que, si F7 # {0}, on pouvait constuire une base orthonormée (Xj 1,.. S Xp1, In X1, .., JnXp1) de By

De méme pour E_;.

D’ot, en construisant une base dans laquelle on met d’abord tous les X;, puis tous les —J, X; dans le méme ordre (on
met —J, X; suite & la question 15), et en prenant P la matrice de passage de la base canonique a la base ainsi formée,
alors P est orthogonale (matrice de passage d’une base orthonormée a une autre base orthonormée).

De plus, par construction, PT M P est une matrice diagonale de la forme voulue.

Enfin, d’aprés les propriétés des matrices de changement de base, PTJ,P = P7'J,P est la matrice de l’application
Jn: X € Moy 1(R) » J, X dans la base B = (X1,...,X,,-JnX1,...,-JpnX,), donc

PTJ,P=Matg(J,X1,...,JnXn, -J2X1,...,—-J>X,)
= Matg(Jo X1, ... JnXn, X1, X)) = Jn,
donc P est bien symplectique.

Ce dernier point de la démonstration, avec le résultat de la question 15, permet de montrer que : Si P € O, (R) et si
on note X1,..., X, les colonnes de P, alors

P symplectique < Vie[1,n]], Xin=-JX,.



IV.B - Mise en application sur un exemple

25.

26.

Il est clair que A est symétrique réelle. De plus,

-3 -3 9 1\(9 1 3 3

1(-3 -3 1 9|1 9 3 3
AJ2A‘(T4 9 -1 3 3lls 3 9 1|7

-1 -9 3 3/\3 3 1 9

donc A est aussi symplectique.
On a Sp(A) ={1,2,1/2} et 1 est valeur propre double.

1 1/2
1 1/2
On remarque que e E5. On pose alors X = 1/2
1 1/2
(X1) est une base orthonormée de Es.
1/2
s P 1/2 )
D’aprés ce qui précéde, Jo X1 = ~1/2 est une base orthonormée de Ey 5.
-1/2
1 1
On remarque ensuite que -1 € F/1. On pose alors X5 = N
0 V2| 0
0 0
0
On a alors J X, = % _01 et, d’aprés ce qui précéde, (X3, JX5) est une base orthonormée de Ej.
1

On forme alors la base orthonormée (X7, Xo,-JX1,-JX3) de My 1(R) et on pose

12 1V2 -1/2 0
/2 -1/v2 -1/2 0
12 0 12 1V2
12 0 12 -1/V2

P= Matgc(Xl,X27—JX1,—JX2) =

Par construction, P est orthogonale, PT AP = diag(2,1,1/2,1) et P est symplectique, donc P répond au probléme
posé.

V. Etude du cas des matrices antisymétriques

V.A - Un peu de théorie

Soit M € A2, (R) N SPa, (R). Soit m 'application linéaire canoniquement associée a M.

27.

28.

29.

e S’il existe X\ € R valeur propre de M, alors il existe X # 0 tel que M X = AX. On a alors

(X, MX) = (X,AX) = | X]|?
et (X,MX)=X"MX=-X"M"X=-(MX)TX =-(AX)TX =-\(X,X) = -\ X]|?

donc 2\ X|? = 0, donc, comme | X|?#0 (car X #0), on a A =0.
On a donc Spgr(M) c {0}.
e Or, comme M est symplectique, M est inversible, donc 0 ¢ Sp (M), donc Spr(M) = @.

M? est une matrice symplectique comme produit de matrices symplectiques.

De plus, (M?)T = MTMT = (-M)(-M) = M?, donc M? est symétrique.

D’ot, d’apreés la question 26, il existe P € Oy, (R)NSP2, (R) telle que PT M2 P soit diagonale de coefficients diagonaux
dy,...,ds, avec, pour tout k€ {1,...,n}, dgyn = 1/dg.

De plus, il existe une base (X1,...,Xn,-JX1,...,-JX,,) telle que P soit la matrice de cette base dans la base
canonique.

Comme X est un vecteur propre de M? associé & la valeur propre A, on a M?X = AX. Par suite,

— M?MX =M(M?*X)=M(\X)=AMX et MX #0 car M inversible et X # 0, donc MX est un vecteur propre de
M? associé a la valeur propre \.

— Comme M? est symétrique et symplectique et X est un vecteur propre de M? associé a la valeur propre A, J, X
est encore un vecteur propre de M? associé & la valeur propre 1/X\ d’apres la question 19.

— De méme, M X est un vecteur propre de M? associé a la valeur propre \, donc Jn(MX) =J,MX est encore un
vecteur propre de M? associé a la valeur propre 1/\.



30. e Pour tout Y =aX + bMX + cJ, X +dJ,MX € Vect (X, M X, J, X, J,MX),

MY =aMX +bM2X + cMJ, X +dM.J, MX
=aMX +bAX +cM(M*J,M)X —dM™* J,MX (car M est symplectique et M antisymétrique et X e Ey(M?))
=aMX +b\X —cM?J,MX -dJ,X (car M est symplectique et M antisymétrique)

=aMX +bAX - %JnMX ~dJ, X (car J,MX ¢ Ej\(M?)),

donc MY € F = Vect (X, M X, J, X, J,MX), donc F est stable par M.
e Pour tout Y =aX +bMX +cJ, X +dJ,MX € Vect (X, M X, J, X, J,MX),
JY =ad, X +bJ,MX +cJ?X +dJ>MX
=aJ, X +bJ,MX —cX —~dMX (car J2 = -Iy,),

donc J,Y € F = Vect (X, M X, J, X, J,MX), donc F est stable par J,.

31. Soit A € R une valeur propre de M? et X un vecteur propre associé. Alors

(X, MPX) = (X, AX) = A| X|?
et (X, M?X)=X"M*X=-X"M"MX =-(MX)"(MX)=-(MX,MX)=-|MX|?,
donc, comme | X || #0 (car X #0), on a ,
MX
-~
Comme de plus A # 0 (car M? = M x M est inversible), on a bien X < 0.

32. Supposons A # -1, et X un vecteur propre associé de norme 1 et F = Vect (X, M X, J, X, J,MX).
e Pour toute matrice antisymétrique A, pour tout vecteur Y, on a

(V,AY)=YTAY = -YTATY = —(AY)TY = - (AY,Y) = — (Y, AY),

donc (Y, AY) =0, donc Y 1 AY.
Par suite, comme M et J,, sont antisymétriques, on a

X1MX, X1J,X et MX1J,MX.
e Pour toute matrice symétrique, les espaces propres sont deux a deux orthogonaux, donc, comme
Vect (X, MX) c Ex(M?) et Vect(J,X,J,MX) c By (M?),

ou A # 1/ (car A # -1 et, comme A < 0, on a aussi A # 1), on a Vect (X, MX) 1 Vect(J,X,J,MX), donc, en
particulier, on a aussi :
X1J,MX et MX1J,X.

e Enfin, (J, X, J,MX) = (J,X)"J,MX = X" JLJ,MX o XTMX =(X,MX) =0, donc J,X 1 J,MX.
car JpeUsap

-1 1
e La famille [ X, —MX,-J, X, ——J,,M X | est donc orthogonale.
( VA VA )
De plus, elle est composée de vecteurs unitaires car X est unitaire,

J, X est unitaire car J, est orthogonale, |[MX|? = ~A\|X|? = =\ (d’aprés la question 31), donc [MX| = V=X et,
comme J,, orthogonale, |J,MX| = |MX| =V-\.

C’est donc une famille orthonormeée, donc libre, donc F' = Vect (X, _—1MX, -Jn X, 1JnMX) est de dimension
A D V=
e On a
-1
m(X)=MX=-vV-A—MX,
< AU
m (_IMX) L ex- A x-vox
VAN VSN VEN ’

m(=JpX)=-MJ, X =-MM".J,MX (car M est symplectique)

1
=M?*J,MX = XJRMX (car J, M X est vecteur propre de M? associé a la valeur propre 1/))

-1 1
= J,MX
“AV=A
et m(lJ MX) - M MX - MM - L(—J X)
\/3 n \/3 n \/3 n \/3 n b



donc la matrice de 'application mp induite par m sur F' dans la base obtenue est :

0 V=2 0 0

V=X 0 0 0 VoA O
0 0 0o vl | 022 —=un
0 0 -1/V-x 0 A

33. Soit A une matrice antisymétrique et G un sous-espace vectoriel de Ma, 1 (R) stable par A.
Alors, pour tout Y € G*, pour tout X € G,

(AYV, X) = (AV)'X =YTATX = -YTAX = —(Y,AX) =0 (car Y eG* et AX @),

donc AY € G*, donc G* est stable par A.
Par suite, comme M est antisymétrique et F est stable par M, F* est aussi stable par M.
De méme, comme .J, est antisymétrique et F est stable par J,,, F** est aussi stable par .J,,.

34. Initialisation : Pour n =1, on a M symplectique et antisymétrique, donc M = +Jy, et alors F} = My 1(R) convient
et mp, aura pour matrice +J; dans la base canonique (e, e2), et, quitte & considérer la base (e1,-e2), on aura une
base de F; dans laquelle la matrice de mp, sera J;.

On a bien la proposition au rang 1.

Hérédité : Soit n > 2 et supposons la proposition vérifiée pour tout k <n - 1.

Alors en dimension 2n,

— Si M? a une valeur propre différente de -1, alors, en prenant X; un vecteur propre unitaire de M? associé a une
valeur propre A # —1, on peut former Fy = Vect (X1, M X5, J, X1, J,MX1), espace vectoriel de dimension 4, qui
sera stable par M et J,, ainsi que F}.

Si F1 = M2n,1(R), on a fini.

Sinon, mp. sera antisymétrique et symplectique, et dim(F;') = 2n — dim(Fy) = 2(n - 2), donc, par récurrence, on
construit une famille (F5, ..., Fy) vérifiant les hypothéses.

De plus, pour tout j € [2,n]], F; c F}, donc, pour tout Y € F}, pour tout X € F,

(X,Y)=0 et o(X,Y)=(X,J,Y)=0

(car F; est stable par J,,, donc J,Y € F; c F}'), et d’apreés la question 32, il existera une base de F; dans laquelle
la matrice de mp, sera de la forme voulue.

— Sinon, M? a une unique valeur propre, -1, donc, comme M? est diagonalisable (car symétrique), on a M 2= L.
Soit alors X un vecteur propre unitaire de M? associé a la valeur propre —1.
e Soit J, X € Vect (X, M X). On pose alors I} = Vect (X, M X) et, dans la base (X,-M X), mp, aura pour matrice
Ji.
On applique ensuite HR,,_1 a mps.
e Soit J, X ¢ Vect (X, MX). Alors la famille (X, M X, J, X) est libre.
On montre alors que la famille (X, M X, J, X, J,MX) est libre, car, si aX + bMX +c¢Jp, X +dJ,MX =0 (1),
alors, en multipliant par J,, on a aJ,X +bJ,MX —cX -dMX =0 (2), donc, en faisant b(1) — d(2), on obtient
(ab—cd)X + (b + d*)M X + (bc - ad)J, X = 0, donc, comme la famille (X, M X, J,X) est libre, on a b* + d* = 0,
donc b =d =0, puis, grace & (1), on a a =c=0.
On construit alors comme dans la question 32 une base de Fy = Vect (X, M X, J, X, J,MX) dans laquelle mp,
aura la deuxiéme forme acceptée, et on applique ensuite HR,_5 & mp:.

On a donc bien la propriété au rang n.

Conclusion : On conclut alors par récurrence.

Vous aurez remarqué que la rédaction de cette réponse laisse a désirer mais il est ici difficile de prouver tout sans

s’endormir ni se perdre dans les notations!

V.B - Mise en application

. s . _1(-5J; =31 L. , )
B est antisymétrique et, en écrivant B = 1 (—3,]1 —5J1) , on vérifie que l'on a :
(507 31\ _ 1(-3J1 -5Ji\_ 1 (00 -16J7
BTj,B== z S , L
hB = (3J1 5J1) 1 ( sh 3 )T 161602 0, )2
car J? = —I,, donc B est symplectique.
1 -2 -4 1
|1 2 -4 1 2 =
35. B 1= B o= 4l donc 1 est un vecteur propre de B~ associé a la valeur propre —4.
1 2 ! 1
1
1
36. En prenant X = 3 1 , X est un vecteur propre unitaire de B associé a la valeur propre —4, donc, en prenant P la

1
1 1
matrice de passage de la base canonique a la base (X7 —§BX7 - X, iJnBX), P sera orthogonale et symplectique



(d’apres la remarque faite a la fin de la question 24), et, d’aprés les propriétés des matrices de changement de base et
d’aprés la question 32, on aura

02 0 0
T -2 0 0 0
PEBP=1g o 0 12

0 0 -1/2 0



