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Sujet 1 - type CCINP

Ce sujet est composé de deux exercices indépendants.

Exercice 1 : Les urnes de Pdlya

On fixe un couple d’entiers (b,7) € N* x N*.

On suppose que 'on dispose d’un stock illimité de boules blanches et de boules rouges et on considere
une urne contenant initialement b boules blanches et r boules rouges indiscernables au toucher.

On procede a des tirages successifs dans cette urne en respectant a chaque fois le protocole sui-
vant :
1. sila boule tirée est de couleur blanche, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule blanche
supplémentaire ;
2. si la boule tirée est de couleur rouge, on la replace dans I'urne et on ajoute une boule rouge
supplémentaire.

Le premier objectif de cet exercice est de calculer la probabilité de tirer une boule blanche lors du
n-ieme tirage. Le second objectif est de déterminer la loi du nombre de boules blanches se trouvant
dans 'urne a l'issue du n-ieme tirage dans un cas particulier.

Pour tout n € N*, on désigne par X,, la variable aléatoire égale a 1 si la boule tirée au n-ieme tirage
est blanche, 0 si la boule tirée au n-ieme tirage est rouge. On considere également la suite de variables
aléatoires réelles (S, ),y définie par :

So=b et YneN*, S, =b+ > Xj.
P

On rappelle que si F et F sont deux événements avec P(F') > 0, on définit la probabilité conditionnelle
de E sachant F' (notée P(E|F) ou Pr(E)) par :

P(EnF)

Partie I - Préliminaires

Q1. Déterminer la loi de Xj.
Q2. Déterminer la loi conditionnelle de X5 sachant 1’événement (X; = 1). En déduire la loi de Xs.

Q3. Soit n € N. Que représente la variable aléatoire S,, 7 Quel est I’ensemble des valeurs prises par
la variable aléatoire S,, 7



Partie II - La loi de X,

Dans cette partie, on considere un entier n € N*.
Q4. Pour tout k € [b,n + 0], calculer P(X,,,1 =115, =k).

Q5. A laide de la formule des probabilités totales, justifier que :

E(S,
P =) = e

b
Q6. Montrer par récurrence que X, suit la loi de Bernoulli de parametre 5o, Pour tout n e N*.
r

Partie III - La loi de S,, dans un cas particulier

Dans cette partie uniquement, on suppose que b =1r =1 et on considere un entier n € N*.

Q7. Exprimer I’événement (5, = 1) avec les événements (X = 0) pour k € [1,n].

1
8. Mont P(S,=1)= .
Q ontrer que P( ) |
1
On admet dans la suite que 'on a de méme P(S, =n+1) = 1
n

Q9. Soit (k,0) e [1,n+2] x[1,n+1].
Calculer la probabilité P(S,.1 = k|S, =¢) dans chacun des trois cas suivants :

() ¢ {k-1,k), (i) l=k-1, (i) (=F.

Q10. Montrer que pour tout k € [2,n + 1], on a la relation :

k-1 n+2-k
P(Spi=k) = == P(Su=k=1) + ————P(S, = k).

Q11. Montrer par récurrence que S, suit la loi uniforme sur [1,n +1].

Exercice 2 : Retour a 'origine d’une marche aléatoire sur 7Z

Dans cet exercice, nous allons étudier le déplacement aléatoire d’un pion se déplagant dans I’ensemble
des entiers relatifs.

A I’étape n = 0, on suppose que le pion se trouve en 0.

Ensuite, si le pion se trouve a 1’étape n sur 'entier x € Z, alors a ’étape n + 1, le pion a une chance
sur deux de se trouver en x + 1 et une chance sur deux de se trouver en x — 1, ceci indépendamment
des mouvements précédents.

Pour modéliser cette situation, on se place dans un espace probabilisé (2,7, P) et on considére
une suite (Xj)ren+ de variables aléatoires réelles indépendantes dont la loi est donnée par :

VheN*, P(Xp=1)= P(Xy=-1) - %

2



On considere également la suite de variables aléatoires réelles (.S, )neny définie par Sp =0 et :

V?’LGN*, Sn:iXk

k=1
L’objectif de cet exercice est de déterminer la loi de la variable aléatoire T" définie de la fagon suivante :
- si pour tout n € N*, on a .S, #0, on pose T' = +00;
- sinon, on pose T =min{n e N* | S, = 0}.
L’événement (7' = +o0) se réalise donc si et seulement si 'ensemble {n e N* | S,, =0} est vide.

Finalement, on définit les suites (P, )nen €t (@n )nen par :

0 sin =0,
V€N, pn=P(S,=0) et qn_{ P(T=n) sin>0.
Partie I - Calcul de p,
On fixe un entier n € N.
12. Que représente la variable aléatoire .S,, 7
13. Calculer pg, p1 et po.
14. Justifier que si n est impair, alors on a p,, = 0.
o . L o X +1
On considere pour tout k € N* la variable aléatoire Y définie par Y}, = 5

1
15. Soit k € N*. Montrer que Y}, suit une loi de Bernoulli de parametre 7
16. Pour n > 0, donner la loi de Z,, = Y] +---+Y,, et exprimer S,, en fonction de Z,,.

17. On suppose que n = 2m avec m € N. Déduire de la question précédente que :

_(2m) 1
DPom = m 4_m
Partie IT - Fonction génératrice de la suite (p;,)ney
On note R, le rayon de convergence de la série entiere Z pnx” et f la somme de cette série entiere

n0
sur son intervalle de convergence.

18. Montrer que R, > 1.

19. Montrer que pour tout m € N*, on a :

Dam = ()™ ﬁ(—l—kwl).

m! 3\ 2

20. Déterminer un nombre « € R tel que f(x) = (1 —2?)* pour tout x €] —1,1[.



Partie III - Loi de la variable aléatoire T

On note R, le rayon de convergence de la série entiere Z gnx" et g la somme de cette série entiere
n>0
sur son intervalle de convergence.

Pour tout n € N, on consideére également la fonction g, : R — R définie par g,(z) = ¢,2™ pour tout
reR.

21. Calculer ¢; et ¢s.

22. Montrer que la série Z gn converge normalement sur [-1,1]. En déduire que R, > 1.
n=0

Dans la suite, on admet la relation :
n
VneN* D= DrGn-k.
k=0
23. En utilisant un produit de Cauchy et la relation admise ci-dessus, montrer que :

Vee]-11[,  f(z)g(z) = f(z) - 1.

24. En déduire que g(z) = 1 -1 -22 pour tout x €] — 1,1[, puis calculer le développement en
série entiere de la fonction x — 1 -1 — 22

25. En déduire une expression de ¢, pour tout n € N*.

26. En utilisant les questions Q22 et Q24, déterminer la valeur de P(T = +00).
Interpréter le résultat.

Sujet 2 - Type Mines

Nombre de sites visités par une marche aléatoire

Dans tout le texte, d est un élément de N*. On note 04 le d -uplet dont toutes les coordonnées valent 0,
c’est-a-dire le vecteur nul de R<.

On considere une variable aléatoire X a valeurs dans Z4, (X}), . une suite de variables aléatoires

indépendantes suivant chacune la loi de X et définies sur un méme espace probabilisé. La suite de
variables aléatoires (S,,),.y est définie par Sy = 04 et

VneN*, S5,=3 X
k=1

La suite (Sy),,oy €st une marche aléatoire de pas X, a valeurs dans Z<.

On note R la variable aléatoire a valeurs dans N* u {+oc0} définie par

R_{ min {n e N*, S, =0;} si {neN*, S, =0,}+2

+00 sinon.



Autrement dit, R est égal a +oo si la marche aléatoire (.S,,), . ne revient jamais en 04, au premier
instant auquel cette marche aléatoire revient en 0, sinon.

Pour n dans N, soit N,, le cardinal du sous-ensemble

(Spkef0,...,n}}

de Z<. Le nombre N, est donc le nombre de points de Z? visités par la marche aléatoire (S,), .y
apres n pas.

Le but du probléme est d’étudier asymptotiquement 'espérance E (N,,) de la variable aléatoire N, .

A. Préliminaires

Les cinq questions de cette partie sont indépendantes et utilisées dans les parties C et D.

1. Soit n € N. En utilisant la factorisation

(X+1D)=(X+1)"(X+1)"

£ - ()

2. Rappeler la formule de Stirling, puis déterminer un nombre réel ¢ > 0 tel que

montrer que

( Qn) 4n
~ .
n n—>+oo \/ﬁ
3. Si«est un élément de 0, 1[, montrer, par exemple en utilisant une comparaison série-intégrale,
que

Si « est un élément de |1, +oo[, montrer de méme que

+00 1 1
ke K e (0= nett

4. Pour « € R, rappeler, sans donner de démonstration, le développement en série entiere de
(1+2)* sur |-1,1[.
Justifier la formule :

Vee]-1,1],

B. Marches aléatoires, récurrence
On considere les fonctions F' et G définies par les formules
Veel-1,1[, F(x)= io]P’(Sn =0q) 2"
n=0
+00
Vee[-1,1], G(z)=) P(R=n)z".
n=1
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. Montrer que les séries entieres définissant F' et G ont un rayon de convergence supérieur ou
égal a 1. Justifier alors que les fonctions F' et G sont définies et de classe C* sur |-1,1][.

Montrer que G est définie et continue sur [-1,1] et que
G(1)=P(R # +00).
. Si k et n sont des entiers naturels non nuls tels que k < n, montrer que
Sy — Sk~ Sn—k (c’est-a-dire que S,, — Sy et S, ont méme loi)

et en déduire que
P((S,=04)n(R=k))=P(R=Fk)P (S, =04).
En déduire que
VneN*, P(S,=04)=> P(R=k)P(Sy=0q).
k=1
. Montrer que
Vee]l-1,1[, F(x)=1+F(z)G(x).
Déterminer la limite de F'(z) lorsque x tend vers 17, en discutant selon la valeur de P(R # +o0).
. Soit (ck)yey une suite d’éléments de R* telle que la série entiere ) cxz* ait un rayon de

convergence 1 et que la série ch diverge.
Montrer que

+00
Z Ckl'k —> +oo.
k=0 z—1

L’élément A de R** étant fixé, on montrera qu'il existe « €] - 1,1[ tel que
+o00
Veell-a,1[, > cqa®> Al
k=0
. Montrer que la série > P (S,, = 04) est divergente si et seulement si P(R # +00) = 1.

. Pour 7 € N*, soit Y; la variable de Bernoulli indicatrice de ’événement
(Si ¢ {Sk,0<k<i-1}).

Montrer que, pour 7 € N* :
P(Y;=1)=P(R>1).

En déduire que, pour n e N* :

E(N,) =1+ Y B(R>i).

. Conclure que

EN) — P(R=+00).

n n—+00

On pourra admettre et utiliser le théoréme de Cesaro : si (Uy,), - €St une suite réelle conver-
geant vers le nombre réel £, alors



C. Les marches de Bernoulli sur Z

Dans cette question, d est égal a 1 et on note donc simplement 04 = 0.
Par ailleurs, p est un élément de ]0,1[,q=1-p et la loi de X est donnée par

P(X=1)=pet P(X=-1)=g¢.

12. Pour n € N, déterminer P (Ss,,1 = 0) et justifier 'égalité :

2n
n

P (S =0) =)o

13. Pour z €] - 1,1[, donner une expression simple de G(x).
Exprimer P(R = +00) en fonction de [p — q|.

Déterminer la loi de R.

14. On suppose que
1

p:q:§

Donner un équivalent simple de P(R = 2n) lorsque n tend vers +oo.
En déduire un équivalent simple de E (N,,) lorsque n tend vers +oo.

On pourra admettre et utiliser le théoréeme de sommation des relations de comparaisons :
On suppose que (Up)ns1 €t (Vp)ns1 sSont deuz suites de réels positifs vérifiant u, ~ v,.
n—+oo

+00
(a) Si Y v, converge alors Y w, -~

n—>+00

k=n+1 k=n+1
n n
(b) Si Y v, diverge alors Y ux ~ > vy
k=1 T g1

D. La marche aléatoire simple sur Z?: un théoréme d’Erdos et
Dvoretzky

15. Soit n € N*. Montrer que
1= ZIP’(Sk =04)P(R>n-k).
k=0

16. Dans cette question, on suppose que d = 2 et que la loi de X est donnée par

P(X =(0,1))=P(X =(0,-1)) =P(X =(1,0)) =P(X =(-1,0)) =

| =

Soit n € N. Etablir I'égalité

P(Sgn = 02) = ((j;z)) .

et donner un équivalent de P (.S, = 07).

n

Suget tronqué : on peut alors montrer que E(N,) ~ .
min(n)



