Corrigé du DS 6 sujet 1

Exercice 1

Q1. On considere la série entiere E pnt”™ et on note R son rayon de convergence.
+oo

La série Z P converge car Z pn = 1.

n=0
Donc ant" converge pour t = 1, donc R > 1
Notons D¢, 'ensemble de définition de Gx.
On a donc :|—1,1[ C Dg,

Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.
On pose S = X; + Xo.
Prouvons que Vt € |-1,1[, Gs(t) = Gx, (t)Gx, (t).

1. En utlisant le produit de Cauchy de deux séries entieres :

Notons R; le rayon de convergence de la série entiere Z P(X; =n)t".

Notons Ry le rayon de convergence de la série entiere Z P(Xy =n)t".

Notons R le rayon de convergence de la série entiere produit g cat™ avec

Cn = EH:P(X1 = k)

Onia, d’apreés le cours, R > min (Ry, Ry) et : Vt € |—R, R|,

n=0 \k=0
Or, on a vu dans la question 1. que R; > 1 et Ry > 1.
Donc, R > 1.
Donc, par produit de Cauchy pour les séries entieres, Vt € |—1,1],

<”ZOPX1n ><ZPX2n )

De plus, pour tout entier naturel n,

(S=n)= U (X1 =k)N (X2 =n—k)) (union d’événements deux

k=0

P(Xo=n—k).

P(Xo=n— k)) £ (%)

(Xl +X2 = n) =

a deux incompatibles)

ZPXl—k

Donc : P(S (Xo=n—k). (*%

Donc, d’apres (*) et (**), vVt € |-1,1[, Gx, (t)Gx,(t) Z P(S

Cest-a-dire, Vt € |—1,1[, Gx, (t)Gx, (t) = Gs(t).

2. En utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice :
Soit t € |—1,1].

D’apres 1., tX1 et tX2 admettent une espérance.

De plus, Gx, (t) = E[t*] et Gx, (t) = E[t*2].

X, et X, sont indépendantes donc Xt et t¥X2 sont indépendantes.

Donc tX1tX2 = ¢ admet une espérance et E[t°] = E[tX|E[tX2].

Clest-a-dire, Gg(t) = Gx, (t)Gx, (t).

Q2. Soit .S, variable aléatoire égale a la somme des numéros tirés.
Soit ¢ € [[1,n].
On note X; la variable aléatoire égale au numéro tiré au i®™° tirage.

De plus, P(X; = )—i PX;=1)=2=1et P(X;=2)=1.
Donc, Vt € |-1,1[, Gx, (t) = [th] =t'P(X; =0)+t'P(X; = 1) + ?P(X; =2
Donc, Vt € ]-1,1[, Gx, (t) = T + 3t + 112 = +(t + 1)

Ona:Sn:X1+X2+ +X

De plus, les variables aléatoires X7, X2, ..., Xn, sont indépendantes.

D’aprés 2., on en déduit que : Vt € } 1, GS (t) = Gx, (t)Gx, (t)....Gx, (t).
Clest-a-dire, Vt € |-1,1], Gg, (t) = 4” (1 +1)*"

2n\ 1 .
Ou encore, Vt € |—1,1], Gg, (t) = ];J < k)él"t )

+oo
Or,Vt €]-1,1[, Gs,(t) = Y _ P(Sn =
k=

Donc, par unicité du développement en série entiere :
2n 2n k 2n—k
5(0) = 20l vk e 0,201, Pis, =1 = (1) o = (%) (1) (1)

Donc, S,, suit une loi binomiale de parameétre (2n, %)
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Probléme

Partie I - Un exemple de chaine de Markov

Q3. D’apres le formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements
(SCE) associé a la variable aléatoire X :

p(Xlzl) P( 0= )XPXO 1)(X1—1)+P(X0—2)XP(XO 2)(X1—1)
L rot
“9 X3ty xy
_3
-8

et de méme :

p(X1:2):P(X0:1)XP(XO:l)(Xl:2)+P(X0:2)XP(Xo:Q)(X1:2)
_ ><1_}_1)(3
N 2 274

Donc

la loi de X est donnée par X;(Q) = {1,2} et
5

P(X;=1)=3 P(X;=2)=2.

Q4. D’apres le formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements
(SCE) associé a la variable aléatoire X,

P(Xpi1 =1)
= P(Xn = 1) X P(anl)(Xn-‘rl = 1) + P(Xn = 2) X P(Xn:2)(Xn+1 = 1)
1

1
=5 X P(Xy=1)+; x P(X, =2)

et de méme :

P(Xn+l = 2)

= P(Xn = ].) X P(anl) (Xn+1 = 2) + P(Xn = 2) X P(ang) (Xn+1 = 2)

:%xp<xn:1)+gxp<xn:2)
1 1

Donc, avec A = ( ? 3 ) :
4 1
pnA=P(X,=1)x4++P(X,=2)x 1 P(X,=1)x3+P(X, =2)x3)
= (P(Xn-H = 1) P(Xn-H = 2))

= HUn+1

Donc :

Vn € N, pin 1 = pn A

Q5. Donc :
/‘1“5:/‘1“4‘4:/“63‘42:"'::”0145

La calculatrice permet donne les résultats suivants arrondis au centieme : P(X5 =
1) ~ 0,33 et P(X5 =2) ~0,67.

Q6.
T=1)=Xo#)N(X1=1)=(Xo=2)Nn(X1=1)

donc d’apres la formule des probabilités composées :
P(T'=1) = P(Xo = 2) X Pix,=2)(X1 =1)

donc

et pour tout k > 2

P(Xo =2) x (H Pxg=2)n-n(x;_1=2)(X; 2))

X P(ong)m...m(xkilzg) (Xk = 1)

BRIV AR
2 4 4
donc :
k—1
Vk}Q,P(T:k):éx(%)
Q7. Vz eR
zf% —% 1 1
xa(r) = 7% o:—% =(z - )(x_i)

Donc x4 = (X —1)(X — 1) est simplement scindé, donc
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A est diagonalisable. 1

Q10. Soit z = | : | € RP, donc x # 0,1 et, comme A est stochastique :
De plus, la résolution des systémes AX = X et AX = iX donne la matrice de passage 1
1 -2
Q= inversible et a coefficients entiers telle que P
1 1 Z a il
i=1 1
1 A:L’ = N = . =
A = Qdiag(1, Z)Qfl. - 1
> apil
i=1
Q8. L’application M + QM Q™! est linéaire de Mz (R) dans Mz (R) et M > oM est D '
linéaire de M3(R) dans Ms 1 (R) avec My (R) qui est un espace vectoriel de dimension one
finie. Donc : ‘ 1 est valeur propre de A. ‘
les applications M — QM Q= et M +— puogM définies sur Ms(R) sont Q11. Soit x = (x1,...,7,) € CP, on note y = (y1,...,¥p) = Aw, donc pour tout
continues. ie[l;p]:
P
Q9. On peut montrer par récurrence que : Vn € N, A" = Qdiag(1, i)"Q‘l. lys| = Za‘ -
il = i,§ L]
Or: Vn € N, diag(1, §)" = diag(1, (})™) = diag(1,0) par caractérisation de la =1
n—-+oo
limite de la suite de matrices par la limite de ses coefficients qui sont les coordonnées p
dans la base canonique. < |a; ;2|
De plus, d’aprés la question précédente, M — QMQ ™" est continue, donc i=1
P
, 1 = Qi j|Tj cara;; =0
A" = Qdiag(1, )"Q " ; 04 143 (ear 014 >.0)

1
. -1 _
m Qdiag(1,0)Q™" = 3 aij 17|

G 7)oo) (L)

_ (1 2> .
Lz) = [z (car Zam‘ =1)
j=1

<
Il
—_

N

De plus Vn € N, u,, = p9 X A™ (par récurrence) ; donc par continuité de M — oM : Donc :
LN ., [ 142l = Iyl < ll7ll- ]
NnUOXAnmﬂOX(l 2)(3 5)
Q12. Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre de A associé a A. Donc,
Donc : d’apres la question précédente :
: ; ; : Az <2l
la suite de matrices (A"), cyla suite de vecteurs lignes (ftn),,cn .
. e
convergent avec lim,, oo ptn, = (2 2).
roretn = (5 5) [Az]l o = A |2l
donc : [A| ||lz|| . < ||zl ; de plus z est un vecteur propre, donc non nul, donc ||z|| ., > 0.
Partie II - Spectre d’une matrice stochastique Donc : |[A| < 1.
Soit A une matrice stochastique de My (R). ‘ si A € C est une valeur propre de A4, on a |A| < 1. ‘
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Localisation des valeurs propres

Soit A € C une valeur propre de A.

Q13. X est une valeur propre de A, soit y un vecteur propre de A associé & \; donc
Ay = Xy et y # 0, donc ||y||., > 0. On pose x = W, donc ||z|]| =1 et Az = x.

Donc :

il existe un vecteur colonne z = (x1,...,x,) de CP tel que ||z]|c =1 et
Az = \x.

Q14. Ax = Az, donc en considérant le 1™ coefficient de ce vecteur :

p
E am-zj = )\IEl
j=1

donc :
Yo airy = (- aig)w
Jell;pINi}
et
IA—aii| = |(A — a;,iw
= D aiyz
Jell;pINi}
<Y lai )
J#i
< ai (car || < [lo]l, =1 et as; > 0)
J#i
p
=1- (7% (car Zam = 1)
j=1
Donc :

‘ |/\ —ai7i| g 1 — Qg5

Etude d’un exemple

Q15. D’apres la question précédente, si A est une valeur propre de A, alors il existe
i€ [1;3] tel que [\ —a;;| <1—a;,;. Donc:

1 1 1
‘A—’gou )\—‘é

2
2 2 6 3 3

—'éou

Donc : A appartient a la réunion des cercles C de centre % et de rayon %, C5 de centre
% et de rayon % et C5 de centre % et de rayon %
Donc :

les valeurs propres de A sont contenues dans la réunion de trois
disques, que l'on représentera en précisant leurs centres et leurs rayons.

On constate en particulier sur ’exemple que 1 est la seule valeur propre de A de
module 1.

On admettra, dans la suite du probleme, que cette propriété reste vraie pour toute
matrice stochastique strictement positive.

une démonstration de ce résultat :
Soit A € Sp(A) telle que |A| = 1, d’aprés Q14, il existe ¢ € [1;p] tel que

A —a;i| <1—a;;
Donc : [A — a; 3| < |A] = |agl
or d’apres la seconde inégalité triangulaire : A\ — a; ;| = || — |a; ;|. Donc : [A —a; ;| =
|)\| — |CLZ‘J‘| et
A= aig| + |aii| <Al

Donc, d’apres le cas d’égalité de l'inégalité triangulaire, il existe a > 0 tel que
A—a;; =aa;;, donc: A= (1+a)a;; € RT or [\| =1; donc A = 1.

On a montré que si A est une valeur propre complexe de A de module 1, alors
A = 1. Or, d’apres la question Q10, 1 est valeur propre de A; 1 est la seule valeur
propre de A de module 1.

Cas des matrices stochastiques strictement positives

Q16. On suppose en plus pour cette question et la question suivante que la matrice
A est strictement positive. On pose B = A — I, et on note B’ la matrice de M,_;1(R)
obtenue en supprimant la derniére colonne et la derniére ligne de B.

Soit A € C une valeur propre de B’.

On admet qu’il existe un entier i € [1,p — 1] tel que :

|)\ — (ai,i — 1)| < 1-— Qi3 — Qi p-

La démonstration (non demandée) de cette inégalité est similiaire & celle de la
question Q14.

une démonstration :
Soit y un vecteur propre de B’ associé & la valeur propre \; on pose x = W, donc
oo

x est un vecteur propre de B’ associé a A et [|z] = 1. Soit i € [1;p — 1] tel que
|z;| = [|z||, = 1, comme B’z = Az, en considérant le i®me coefficient :

p—1
E bi,jwj = )\(L’l
j=1
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Donc :
(A =bii)zi = Z bi,jwi
Jeltsp—1]M{s}

Donc :

(A = by 5)a| = S b

Jet;p—1]Mi}

= Z a; jx;|  (sii#j, alors b;; = ai,;)
JE[lp—1]Mi}
< DY ailw
Jelsp—1]Mi}
Yoo ay (carful <] =1)

JE[1;p—1]M4}

P
=1- Qi3 — Qi p (car E Qi 5 = 1)
Jj=1

N

et
(A= bii)ws| = |A = bis| = [A = (@i — 1)
D’otu l'inégalité voulue.

Montrons que B’ est inversible par Iabsurde : on suppose que B’ n’est pas in-
versible; donc 0 est une valeur propre de B’, donc d’aprés ce qui précede, il existe
i€ [l;p—1] tel que:

0—(aii =D <1—aii —aip
donc : 1 — (0737 < 1-— Qi3 — Qips
donc : a;, < 0; or A est supposée strictement positive, donc a;, > 0, d’ou la contra-
diction.

Donc :

B’ est inversible.

Q17. On sait que B’ est inversible, donc ses colonnes forment une famille libre de
RP~! donc les p — 1 premiéres colonnes de B forment une famille libre de R?, donc :

rgB>p—1.
Donc, d’apres le théoreme du rang :
dim(Ker B) = dim(Ker(A — I,)) < 1.

De plus, on sait que 1 est valeur propre de A, donc dim(Ker(A — I,)) > 1. Donc :

\ dim(Ker(A — 1)) = 1. \

On admet sans démonstration que 1 est racine simple du polynéme caractéristique
de A. On dit alors que 1 est une valeur propre simple de A. Nous pouvons résumer les
résultats de cette partie par la Proposition 1 ci-dessous.

Proposition 1. Soit A une matrice stochastique de M,(R) strictement positive.
Alors 1 est valeur propre simple et les autres valeurs propres ont un module stricte-
ment inférieur a 1.

une démonstration :

Soit a l'ordre de multiplicité de la valeur propre 1 de A. Montrons que a = 1 par
I'absurde : on suppose a > 2. On note F; = Ker ((A — I,)) le sous-espace caractéris-
tique de A associé a la valeur propre 1, donc dim F; = «. D’apres le cours, on sait que
F} est stable par I’endomorphisme canoniquement associé & B (avec B = A — I,), on
note b € L(F;) Pendomrphisme induit sur F;. Donc b est nilpotent d’indice inférieur
a a; on note f cet indice de nilpotence. Or dim(F;) = a > 1 et Ej, l'espace propre
de A associé a 1 est de dimension 1, donc Fy # E1, donc b # 0 (il existe dans F; des
vecteurs qui ne sont pas dans F;). Donc 8 > 2. Soit y € I tel que b°~1(y) # 0.

Les matrices B et I, commutent et A = I, + B, donc d’apres la formule du binéme
de Newton, pour tout n € N :

A = an <"> B
i=o

Donc :

Any = Jio (;‘) Bly = Jio (?) b (y) = j_: (n) b (y)

Donc, d’apres la seconde intégalité triangulaire :

4= (") vl - jé(?)bj(w
> (") l- X (2 o

Jj=0

Or:Vje|[1;0], (7;) ~ (cf Q21);

n——too J'

done ([[b7~(y) # 0]]) -
G, = (;") ol

|
N

<.
I
o
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Donc :
4l (37 W0 o +oc

n—-+o0o

Or, d’apres Q11, Vo € R”, ||Az|| < ||z||, donc par récurrenc, (||A"y||)nen est bornée
par |ly||; d’on la contradiction. Conclusion : 1 est une valeur propre de A d’ordre 1.

Partie III - Itérées d’une matrice stochastique

On démontre dans cette partie la proposition suivante :
Proposition 2. Pour toute matrice A € M, (R), stochastique et strictement positive,
la suite (A"), .y converge dans M, (R).
Un contre-exemple

Q18. On consideére s la symétrie orthogonale de R? par rapport a la droite d’équation
y = 2. La matrice B de s dans la base canonique de R? est :

(3 o

B =1

Q19.

Donc, pour tout n € N :
B* = (B)" = I, et B>"*! = B*"B = B.

Donc la suite extraite (B*"),en converge vers Ip et la suite extraite (B?"*1),cn
converge vers B # I5. Donc la suite (B™),en diverge.

Donc :

La Proposition 2 n’est pas vraie si la matrice stochastique n’est pas
strictement positive.

Résultat préliminaire

Soit A un nombre complexe avec |A| < 1 et N une matrice nilpotente de M, (C).

Q20. ¢ s’agit d’une question de cours.

La matrice N est nilpotente, donc il existe k € N* tel que N* = 0, donc X* est
un polynéme annulateur de N. Le polynéme minimal de N divise donc X*; il existe
donc m € N tel que uy = X™. De plus xn est annulateur de N d’apres le théoreme
de Cayley-Hamilton, donc py divise xn, donc m = deg(uy) < degxny = p. Donc
N™ =0, et NP = N™ x NP™™ =0,

Q21. Soit k € N. Pour tout n > k :
) _ IS (n—d)
k) k!

Or pour tout j € Nyn — j N n, donc (opération sur les équivalents : nombre de
n—-+0oo

terme fixé dans le produit)

k
(), o 5

Or |A| < 1, donc d’apres le théoréme des croissances comparées,

[n*A" = nF A" ——— 0
n—-+o0o

donc :

(A" o O

Q22. Les matrices I, et N commutent, donc d’apres la formule du binome de Newton,
pour tout n = p :

(A, + N)" = zn: (Z) An—k Nk

k=
p—

(”) Ak Nk
k=0 \P

or : Vk € [0;p — 1], (Z) A=k —+> 0, donc par combinaison linéaire de limites (le
n—-+0oo

= o

(VE > p, N* =0)

nombre de termes p est fixé) :

la suite de matrices (A, + N)"), o converge vers la matrice nulle.

Convergence d’une suite de matrices

Soit A une matrice stochastique et strictement positive de M,,(R). On sait, d’apres
la Proposition 1, que 1 est valeur propre simple de A. Si Ay, ..., A\, sont les autres va-
leurs propres complexes de A, un théoréme du cours montre que A est semblable sur
C a une matrice diagonale par blocs du type

diag (1, A1, + N1, ..., ALy, + Ny

N

avec pi,...,pr des entiers et Ny,..., N, des matrices nilpotentes a coefficients
complexes.
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Q23. D’apres le théoréme de réduction par blocs rappelé, il existe P € GL,(R) tel
que
A=PDP™!
avec D = diag(1, A\1Ip, + N1,..., AL, N,).
Donc (on montre par récurrence que) pour tout n € N: A" = PD"P~!. Or

D" ZZdiag(l,(Allbl +—]Vi)n,...,(Arle]V})n)

et d’aprés la question précédente, pour tout i € [1;7], (NIp, + N;)" —+> 0,
n—-+0oo

donc par caractérisation de la limite par les coordonnées dans la base canonique,

les coefficients de (A;Ip, + N;)™ tendent vers 0 et donc par la méme caractérisation,

Donc par continuité de M — PMP~! (d’apres Q8) : A® = PD"P~1 ——

n—-+oo
Pdiag(1,0,...,0).
Donc :

‘ la suite (A™),, oy converge. ‘

Partie IV - Probabilité invariante par une matrice stochastique

Définition. Soit A € M,(R) une matrice stochastique. On dit que A admet une
probabilité invariante s’il existe un vecteur ligne stochastique p € RP tel que pA =
(on dit alors que u est une probabilité invariante par A).

Le but de cette partie est de démontrer la propriété énoncée dans la Proposition 3
ci-dessous.

Proposition 3. Soient A € M,(R) une matrice stochastique strictement positive et
po € R? un vecteur ligne stochastique. On note (pi,),,c la suite de vecteurs lignes de
RP définie par la relation : Vn € N, in 41 = pn A. Alors, la suite (uy,),, o converge vers
un vecteur stochastique po, vérifiant po, = oo A. De plus, le vecteur s est 'unique
probabilité invariante par A (il ne dépend donc pas du choix de g ).

Soient A € M,(R) une matrice stochastique strictement positive et (u,),cy la
suite définie ci-dessus.
Q24. On note S lensemble des vecteurs stochastiques de RP. Donc : S =
P
(X1,...,2p) ERP |Vie [1;p]z; 2 0et > ay :1}.
i=1
Or:Vie[l;p], fi: (x1,...,2p) — x; est linéaire de RP dans R et RP est de dimension
finie donc f; est continue sur R?; de plus [0; +oo[ est un fermé de R, donc
7105 4+00]) = {(z1,...,2,) €ERP | z; = 0} est un fermé de RP.
P
Et de méme, g : (1,...,2p) = > 2, est linéaire de R” dans R avec RP de dimension

i=1

finie, donc g est continue de R? dans R et {1} est un fermé de R, donc :

P
g ({1} = {(a:l,...,xp) € R? | sz = 1}est un fermé de RP.

=1

P
Donc : S = (ﬂ 4o —l—oo[)) Ng~1({1}) est un fermé car intersection de fermés.
i=1

Donc :

‘ I’ensemble des vecteurs stochastiques de RP est une partie fermée de RP.

Convergence de la suite

Q25. Par récurrence, Vn € N, uu,, = g X A™. Or A est une matrice stochastique stric-
tement positive, donc d’apres la question Q23, la suite (A™),ecn converge; notons B
sa limite.

Donc par continuité de 'application M +— oM de M, (R) dans R? (d’apres la question
Q8);

o = po A" —— poB.
n—-+oo

Notons poo = poB.
La suite extraite (tn41)neny converge donc vers pio, de plus pour tout n € N,
Unt1 = pnA ety —+> lhoo ; de plus I'application x — xA est linéaire de RP dans
n—-+0oo

RP? avec RP de dimension finie ; donc 'application est continue sur R?.
Donc : pip41 —+> oo A. Et par unicité de la limite oo = poo 4.
n—-+0oo

remarque : c’est le méme résultat que pour les suites unpy1 = f(un), st (Un)nen
converge vers € et f continue en £, alors f(£) = £.

‘ la suite (lu’”)nGN converge vers un vecteur o, vérifiant poo = fhoo A. ‘

Q26. Soit g = (m1,...,m,) un vecteur ligne stochastique. On pose p' =
(m4,...,my) = pA. Donc, pour tout i € [1;p] :

D
m; = E mja;; = 0
j=1

car Vj € [1;p],m; > 0et a;; >0.
Et

P p P

r_ o
E m; = § § m;as,;
i=1 i=1j=1
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Jj=1

I
M=

m; (car A est stochastique)

Il
— .
l

(car p est stochastique)

‘ 1A est un vecteur stochastique. ‘

Q27. On sait que g est un vecteur stochastique, donc d’apres la question précédente
et par récurrence, Vn € N, u,, est stochastique. Or pu, —+> lhoo €t I’ensemble des
n—-+0oo

vecteurs stochastiques est un fermé de RP. Donc : o, est un vecteur stochastique par
caractérisation séquentielle des fermés.
De plus pioo = ptoo A, donc :

lloo €st une probabilité invariante par A.

Unicité de la probabilité invariante

Q28. Lien avec le spectre de la transposée de A : soit ;1 € RP un vecteur ligne sto-
chastique. Donc :
1 est une probabilité invariante par A & pA =pu
& (uA) =pu"
o AT ‘uT _ luT

et i # 0; donc :

1 est une probabilité invariante pour A, si et seulement si le vecteur
colonne p" est un vecteur propre de AT associé & la valeur propre 1.

Q29. Soit B = A — I,,. Le rang de B est égal au rang de la famille de ses lignes, qui
est le rang de la famille de ses colonnes, qui est le rang de la famille des lignes de BT
qui est le rang de BT.

Donc rg B = 1g(B") et daprés le théoréme du rang, on en déduit que
dim(Ker B) = dim(Ker(BT)). Or d’aprés la question Q17, dim(Ker(A4 — 1)) = 1;
donc :

dim Ker (AT - Ip) =1.

Q30. On sait déja que A admet une probabilité invarante d’aprées la question Q27.

Soit i1, 2 des probabilités invariantes par A. Donc ] et p'2 sont des vecteurs
propres de AT pour la valeur propre 1; or dim(Ker(AT —1,,)) = 1; donc ju; et us sont

colinéaires. De plus 1 et po sont non nulles, donc il existe A € R tel que po = Aus et
la somme des coefficents de p; et de pg est 1. Donc : 1 = A x 1. Donc p1 = po.

A admet une unique probabilité invariante.
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