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SUJET 1 - EXERCICE 1 : LES URNES DE PoLYA (CCINP PC 2021)
1. On a X1(92) ={0,1} donc X, suit la loi de Bernoulli de paramétre P(X; =1).
L’événement (X7 = 1) est 'événement « La boule tirée au premier tirage est blanche ».

Comme 1'urne contient initialement b boules blanches et b+ r boules au total, on obtient par équi-

probabilité : P(X;=1) = L
] b+r
On en déduit que :

la variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulli de paramétre b
+r

Cela signifie que :

b b r
X1(2) ={0,1}, P(X1=1):m et P<X1:O):1_b+r=b+r'

2. On suppose que I'événement (X7 = 1) est réalisé c’est-a-dire que la boule tirée au premier tirage
est de couleur blanche.
Avant le deuxiéme tirage, I'urne contient alors b+ 1 boules blanches et b+ + 1 boules au total.

Au deuxiéme tirage, on peut alors tirer une boule blanche ou une boule rouge et par équiprobabilité,
b+1

b+r+1

la probabilité de tirer une boule blanche est égale a

On en déduit que :

b+1
b+r+1

la loi conditionnelle de X, sachant I’événement (X; = 1) est la loi de Bernoulli de paramétre

Cela signifie que :

b+1 b+1 T
t Py..n(Xo=0)=1- = .
b+r+1 et Po-n(X2=0) b+r+1 b+r+1

Comme X5(€2) = {0, 1}, la variable aléatoire X, suit la loi de Bernoulli de paramétre P(Xs =1).
Par la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements ((X 1=0),(X; = 1))7
on a:

Xo((X1=1)) ={0,1}, Px,-1y(Xp2=1) =

P(X2=]_):P(X1 :0) XP(Xlzﬂ)(XQZ ].)+P(X1 :]-)XP(X1=1)(X2:1)
r b b b+l b(r+b+1) b

= X + X = = ,
b+r b+r+1 b+r b+r+1 (b+r)(b+r+1) b+r

la probabilité P x,-0)(X2 = 1) étant obtenue par un raisonnement similaire a ce qui précéde.
On en déduit que :

b
la variable aléatoire X5 suit la loi de Bernoulli de paramétre b
+7r

3. L’urne contient initialement b boules blanches et Z X}, représente le nombre de boules blanches
k=1
tirées lors des n premiers tirages ou encore le nombre de boules blanches ajoutées dans 1'urne aprés

n tirages.



Ainsi :

la variable aléatoire S,, représente le nombre de boules blanches se trouvant dans 'urne a l'issue
du n-iéme tirage.

Initialement, I'urne contient b boules blanches. A chaque tirage, on peut obtenir une boule blanche
ou une boule rouge donc au cours de n tirages, on ajoute 0 boule blanche dans le cas extréme o 'on
ne tire que des boules rouges, n boules blanches dans le cas extréme ot 1’'on ne tire que des boules
blanches. Le nombre de boules blanches contenues dans 'urne a l'issue du tirage numéro n est donc
un entier compris entre b et n +b.

Réciproquement, considérons un entier k compris entre b et n+b. L’entier k peut donc s’écrire k = b+1
avec 1 entier compris entre 0 et n.

Si l'on tire d’abord ¢ boules blanches puis n — i boules rouges par exemple alors le nombre de boules
blanches contenues dans I'urne a l'issue du tirage numéro n est b+ = k.

On a donc montré par double-inclusion que :

I'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire S, est S,,(2) = [b,n + b].

4. Soit k € [b,n + b]. On suppose que 'événement (S, = k) est réalisé ce qui signifie qu’aprés les n
premiers tirages, 'urne contient k boules blanches.

Avant le (n+1)-éme tirage, I'urne contient alors k boules blanches et b+r+n boules au total (puisqu’on
ajoute une boule & chaque tirage donc n boules aprés n tirages).

Par équiprobabilité, on en déduit que :

k

P(Xn+1=1|5n:k‘)=m-

5. Remarquons que comme S,(£2) est un sous-ensemble fini de R, S, est d’espérance finie.

Avec le systéme complet d’événements ((Sn = k))kes @ = ((Sn = k))ke[[b nip)? O @ Dar la formule des
probabilités totales :
n+b n+b k 1
P(Xpy=1) = 3 P(S, = k)xPg, 1y (X1 =1) = 3. P(S, = = P(S, =
(X1 =1) = 3PS = RpxPlsioy (s =1) = 3 P(Su == o 55 RP(S0=H
d’ou :
E(Sn)
P(X,1=1)= ———.
(KXnw =1) b+r+n

6. Montrons par récurrence forte que pour tout n € N*, X, suit la loi de Bernoulli de paramétre T
+r

Initialisation : D’aprés la question 1, X; suit la loi de Bernoulli de paramétre ——.

+r
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n], X}, suit la loi de Bernoulli de paramétre

—— donc en particulier, X}, est d’espérance finie et F(X;) = —.
b+r b+r

On a X,,;1(©2) ={0,1} et par la question précédente P(X,,1 =1) =

Or, par linéarité de I'espérance, on a :

E(5n)

b+r+n

Nob b(b+r+n)

E(S,) =0 E(Xy)=b =
(Sh) +kz=:1 () +,;b+r b+r

On en déduit que :
b(b+r+n) b

T (b+r)(b+r+n) bar

P(Xn+1 = 1)



Ainsi, X,,,1 suit la loi de Bernoulli de paramétre T
+7r
On a donc prouvé par récurrence que :

. . . b
pour tout n € N*, X,, suit la loi de Bernoulli de paramétre b
+r

7. L’événement (S, = 1) est ’événement « L’urne contient une boule blanche aprés n tirages ».
Il se réalise donc si et seulement si les n premiers tirages donnent des boules rouges.
Ainsi :

(sn:1):é(xk:0).

1
8. OnaP(S;=1)=P(X;=0) = 7 On suppose désormais n > 2.

D’aprés la formule des probabilités composées, on a alors :

n-1 1 n—1 1+ k’
P(Sn = 1) = P(Xl = O) H P(Xlzo)m...m(Xk,:O)(XkH = O) = 5 H 9 .
k=1 i1 2+k

En effet, pour tout k£ € N*, si 'on a tiré que des boules rouges aux k premiers tirages alors on a ajouté
k boules rouges dans I'urne donc avant le (k + 1)-éme tirage, I'urne contient 1 + &k boules rouges et

2 + k boules au total. . 5 .
Par télescopage, on en déduit que P(S,=1) = 557 1) =7

1
n+1

P(S,=1)=

9. On suppose que l'événement (S, = ¢) est réalisé, ce qui signifie qu’avant le (n + 1)-éme tirage,
I'urne contient ¢ boules blanches.

Avant le (n + 1)-éme tirage, I'urne contient par ailleurs 2 +n boules au total (car on a ajouté une
boule a chaque tirage).

On tire soit une boule blanche, soit une boule rouge au (n + 1)-éme tirage donc aprés le (n + 1)-éme
tirage, I'urne ne peut contenir que £+ 1 ou ¢ boules blanches.

Ainsi, si k# 0+ 1 et k+{ (ou de facon équivalente si £ + k-1 et £ # k) alors P(Sp.1 =k|S, =¢) =0.
Aprés le (n + 1)-éme tirage, I'urne contient ¢+ 1 boules blanches si et seulement si on tire une boule
blanche au (n + 1)-éme tirage donc par équiprobabilité, on a :

14
P(Spr = £+1] S0 =0) = 5
. . . k-1
En d’autres termes, si k = £+ 1 (ou de fagon équivalente si £ = k—1) alors P(S,;1 =k|S, =/) = T
n

Aprés le (n + 1)-¢éme tirage, 'urne contient ¢ boules blanches si et seulement si on tire une boule
rouge au (n + 1)-éme tirage donc par équiprobabilité, on a :

2+n-/V
P(Sn+1_€|5n_£)_w-
Ainsi :
. . g k-1 .
(i) P(Sps1=k|Sn=0)=0sil¢{k-1k}, (zz)P(Sn+1=k|Sn:€)=2+ sil=k-1
n
. 2+n-k .
et(ZZZ)P(Sn+1—k|Sn—€)—WSlg—k.




10. Soit k € [2,n + 1]. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements ((Sn = 0))te[1,n+1], ON & avec les résultats de la question 9 :

n+1
P(Spi1=k) =) P(S,=0)x P(Sp1=k|S, =)
= =0 si L¢{k-1,k}
= P(Sy=k-1)x P(Sps1 = k|Sp =k —1)+ P(Sy = k) x P(Sps1 = k| Sy = k)
k-1 2+n-k
_P(Sn_k_l)x2+n+P(Sn_k)XW‘
k-1 n+2-k

Pour tout k€ [2,n+ 1], P(S,41=k) = T2P(Sn =k-1)+ TP(S” = k).
n n

11. Par la question 3 appliquée avec b =1, on a pour tout n € N*, S, () =[1,n + 1].

Montrons par récurrence sur n que pour tout n € N*, pour tout k € [1,n+ 1], P(S, = k) = —
n+

Initialisation : D’aprés la question 8 et le résultat admis ensuite avec n =1, on a bien :

1
P(S1=1):P(Sl=2):§.
1
Hérédité : Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n+ 1], P(S, =k) = 1
n
D’aprés la question 8 et le résultat admis ensuite appliqué avec n+ 1, on a :
1
P(Su1=1)=P(Sps1=n+2)= )
n+2
Soit k € [2,n+1]. On a par la question 10 et I'hypothése de récurrence (k-1¢€ [1,n+1], ke [1,n+1]) :
k-1 n+2-k
P(Sp1=k)=——P(S,=k-1)+ ————P(S, =k
(St ) n+2 ( )+ n+2 ( )
_/{:—lx 1 n+2-k 1 n+1 1

= + X = = .
n+2 n+l n+2 n+l (n+2)(n+1) n+2

On a ainsi prouvé par récurrence que :

pour tout n € N*, S, suit la loi uniforme sur [1,n +1].

EXERCICE 2 : RETOUR A L’ORIGINE D'UNE MARCHE ALEATOIRE SUR Z (CCINP PC 2020)

12. Chaque variable X} modélise le pas effectué par le pion a I'instant & (elle prend la valeur +1
si le déplacement se fait sur la droite et la valeur —1 si le déplacement se fait sur la gauche, de
fagon équiprobable) donc pour n e N* S, = Z X, modélise la position du pion a l'instant n.

k=1
Comme Sy =0, Sy modélise aussi la position du pion a I'instant 0.

’La variable aléatoire S,, représente la position du pion a l'instant n.

13. On ap():P(SOZO):]_.
Comme S1(Q2) = X;(2) ={-1,1}, on a (S; =0) =@ donc p; = P(S; =0) =0.
Enfin, on a py = P(5,=0) = P(X; + X3 =0).
D’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ((X1 = k) ) kex, ()
c’est-a-dire ((X;=-1),(X;=1)),0n a
p2=P(X1+X2:0):P((X1 :1)0(X1+X2:0))+P((X1 =—1)ﬂ(X1+X2=0))
=P((X;=1)n(Xy=-1))+P((X2=-1)n(X;=1))
=P(X;=1)P(Xy=-1)+ P(X; =-1)P(X3=1) (car X et X, sont indépendantes)
11 11 1

=——+-===
22 22 2



1
pozl,p1=0etp2=§.

n
. Si n est impair alors pour tout w € Q, S, (w) = Y Xj(w) est un nombre impair car c’est la
f=1 ~——
{1}
somme d’un nombre impair de nombres impairs.

En d’autres termes, si on note p le nombre de déplacements vers la gauche réalisés en n étapes,
alors le pion a fait aussi n — p déplacements vers la droite, donc sa position a 'instant n est
—-p+n—p=n-2p qui est un nombre impair.

Ainsi, la variable aléatoire .S,, ne prend comme valeurs que des nombres impairs.

On en déduit que (S, =0) = @ (puisque 0 est pair) donc p, = P(S, =0) =0.

’Si n est impair alors on a p, = 0. ‘

. OnaYp(Q)=(22) () = {5 22} ={0,1} doilc Y}, suit une loi de Bernoulli.
De plus, P(Yy=1) =P (%2 =1) = P(Xp=1) = >

Ainsi :
Y}, suit la loi de Bernoulli de parameétre 3
: : . : R o1
. Les variables Yi,...,Y,, suivent toutes une loi de Bernoulli de méme parameétre 3 et sont
indépendantes (puisque les variables Xy, ..., X, le sont) donc :

n 1
pour tout n >0, Z, = Z Y}, suit la loi binomiale de paramétres n et 3
k=1

Par suite, Z,(Q2) = [[0,n]] et pour tout k € [[0,n]] :

o)) ()7 -C) )

De plus, on a :

donc | S, =2Z, — n. ‘

. Pour tout m € N*, 2m > 0, donc d’apreés la question précédente :

Pom = P(S2m = 0) = P(2ZQm -2m = O) - P(sz - m)

(G -C

Comme (8)1%0 =1 = pg, ce résultat est encore valable pour m = 0.
2m\ 1

Pour tout m e N, me:( )—
m ] 4m

. Pour tout n e N, |p,| = P(S, =0) <1 donc p, = O(1).
Ainsi, le rayon de convergence de la série entiére Y .o p,2" est supérieur ou égal au rayon de

convergence de la série entiére Y, 12" (série géométrique) c’est-a-dire | R, > 1.




19. Pour tout m e N*, on a :

1 G- DITLeR)

ml2m [T, (2k)

1 Ik
ml2m om [T k

I @2m)! (@2m)! 1  (2m\ 1
ml2m 2mm! — mlm| 2mom _( )4"‘ = Pam:

m

. o (-mz ol
VmEN,me— il H(—E—k+1)

k=1

20. D’aprés le cours, pour tout o € R, pour tout x €] -1,1[, on a :

+00 n
—1+Z%H(a—k+l)x
n=1T0 k=1

2 ala-1)...(a- n+1)
!

(1+ )~ —1+Z

Par suite, pour tout z €] - 1,1[, comme (-22) €] - 1,1[, on a

p | too

(1-2%) —1+Z H(a k+1)(-2*)" =

2n

n=1

Par ailleurs, avec les expressions trouvées pour p, dans la partie précédente, on a pour tout
re]l-1,1[ (ona R,>1),

f(z) = ana: =Po+ sznﬂi + szml 2
n= 0%1—’

1’1(—% ket 1)2n

k=1

:1+2p2nx2”:1+§ —
n=1

n=1

1
On en déduit que a = ~3 convient.

Pour tout x €] - 1,1[, f(z) = (1 - 22)"1/2,

21. Si (T =1) se réalise alors (S; = 0) se réalise ¢’est-a-dire (7'=1) c (S =0).
On en déduit que ¢ = P(T'=1) < P(S1=0)=p; =0 d’ot ¢; =0.
Comme (S; =0) est 'événement impossible, on a par définition de T': (7' =2) = (S =0).

1
Ainsi, go = P(T'=2) = P(S,=0) = py donc ¢y = 3

1
Q1=0€t92=§

22. Soit n e N. Pour tout z € [-1,1], on a :
|gn ()] = lgna™| = P(T = n)lx|" < P(T = n).

6



23.

24.

Ainsi, P(T =n) est un majorant de Pensemble {|g,(z)|,z € [-1,1]} et [gn] """ en est le plus

petit ot 0< [gn|5%"T < P(T = n).

Or, la série Y P(T =n) converge (par o-additivité car les événements (T = n) pour n € N
nz0

sont deux a deux incompatibles).

Par comparaison par inégalité, on en déduit que la série Y [ g, ||£Zl’1] converge.

n=0
Ainsi :

la série de fonctions »_ g, converge normalement sur [-1,1].
n=0

Comme la série de fonctions Y,,5o g, converge normalement sur [-1,1], elle converge simple-
ment sur [-1,1] donc en particulier, la série Y5 gn(1) converge.
Comme R, = sup{r 0, 50 qnr™ converge}, on en déduit que :

R, > 1.

Comme R, >1 et R, > 1, on a min(R,, R,) > 1 donc par produit de Cauchy, on a pour tout
re]-1,1]:

F@)g(a) = (fpx) (f q) -5 (zpkqn ) o

n=0 \k=0
(Zpkq() k)zr + Z (Zpkqn k)x
n=1 \k=0
= poqo + anx” (d’aprés la relation admise pour tout n € N*)
n=1
+00 +00 +00
=0+ Y ppa™ =-1+pea’+ ) ppa™ =-1+) pua™ =-1+ f(x).
n=1 n=1 n=0

Ve e]-1,1[, f(z)g(z) = -1+ f(x).

Comme, pour tout z €]-1,1[, f(z) = (1-22)"1/2 (d’apres la question 20.), la relation obtenue
a la question précédente devient :

Vee]-1,1[, (1-2%)"2g(z)=(1-2%)"12-1

donc en multipliant de part et d’autre par /1 -2 = (1 -22)/2, on a bien :

Vee]-1,1[, g(z)=1-v1-22

Pour tout x €]-1,1[, on a :
+00 1 n
(1+2)*=1+) —=[[(e-k+1)z"™
b
Avec = 1/2, pour tout x €] — 1, 1[, comme (-z2) €] -1,1[, on a :

+00

m—1+z H(——k:+1)( )" =

Ainsi :

Veel-1,1[, g(z) =1-V1-22= nz:l 1)n+1ﬁ(1—k+1)x2”.




+ 00 +00 (_1)n+1 n 1 5
25. Pour tout x €] - 1,1[, on a g(x) = Y_ q,2" = ‘ I §—k+1 %",
n=0 n=1 n: k=1

Par unicité du développement en série entiére sur | —1,1[, on en déduit que :

(_1)n+1 nor1
VHEN*7QQ7L= H 5—]{?4-1 etVneN,q2n+1=0.

n! 3

26. Comme T'(2) =NuU {+00}, on a :

P(T:+oo):1—§P(T:n)zl—ioqnzl—ioqnlnzl—g(l).

n=0 n=0 n=0

Or, pour tout n € N, g, est continue sur [-1,1] et la série de fonctions Y54 g, converge
normalement donc uniformément sur [-1,1] (d’aprés la question 22) donc par le théoréme
de continuité des sommes de séries de fonctions, on en déduit que la fonction g = ¥, g,, est
continue sur [-1,1].

Elle est donc en particulier continue en 1 d’ot :

g(1) = hr{{ g(x) = lir{{(l -V1-22)=1 (d’aprés la question 24.).

On a donc :

P(T = +00) =0 donc I'événement (7' = +o0) est négligeable.
Le pion reviendra a l’origine & un instant donné presque stirement.

SUJET 2 - NOMBRE DE SITES VISITES PAR UNE MARCHE ALEATOIRE (Mines MP 2020)
1. On a par la formule du bin6éme :

2n 2n
(X+1)2=3 (2”)X’f12"’f -3 (2")Xk.
o\ Kk o\ k

Le ceefficient devant X est donc (Zn)
n

Par ailleurs, on a aussi (X +1)" =) (Z)Xk
k=0

Le coefficient devant X" du produit (X + 1)"(X + 1)" est donc en développant (ou par produit de

Cauchy) : ) ) 2
[ EVEDI W

Par unicité des ceefficients d’un polyndéme dans la base canonique, on en déduit que :
() =)
=0 \k n/)

2. D’aprés la formule de Stirling, on a [n! ~ +/27n (E) )

n—>+00 e

Ainsi :

(Qn)_@—n)! ¥ \/M(Z?n)%z al donc (2n) -

AT T A
€




3. Soit « €]0, +oo[. Notons f : ¢~ 1/t* qui est continue et décroissante sur |0, +oo] .
Ainsi, on a pour tout k€ N* :

fley< [ Fdr< stk

- On suppose que « €]0,1][.
En sommant pour k allant de 1 & n — 1, on obtient pour tout n > 2 avec la relation de Chasles :

INOEFOENWIOE WICEIRY AFOIEDWIOE WIORNHD

d’ou :

[ rware sy <X sy < [ g 1)
1 = 1
On a de plus comme a # 1 :
ndt [t nle-1
_/1 t_a_[l—a]l_ l-a
l-«

Comme 1-a >0, on a lim n'™* =+oco donc / f)ydt+ f(1) ~ IL
1 n—+oo | —

et n = o (n'™) donc

n—>+00

n—>+00

nl—a

on a aussi f f)dt+ f(n) el
1 n—+oo | — y
Par le théoréme des gendarmes (version équivalents), on en déduit que :

LN | nl-o
Lol a

l-«

- On suppose que « €]1, +oo].
En sommant pour k allant de n+1 & N, on obtient pour tout (n, N) € N2 avec 1 < n < N avec la
relation de Chasles :

DGRy MVIOTE WIOES WG D)

Comme la série de Riemann et l'intégrale de Riemann en +oco sont convergentes puisque « > 1, on
obtient par passage a la limite lorsque N — +o0o :

DFICEY RNONES WIOHIO

d’ou :

/n+oo f@)dt - f(n) < io f(k:)gfnm F()dt.

k=n+1

+oo ¢ tl-o +oo —_pl-a nl-a
/n t_a_[l—oz]n 1l-a a-1
+o00 nl-a

Comme n*= o (n'™®), on a aussi [ fydt-f(n) ~ T
n—+oo n n—>+oo (y —

Par le théoréme des gendarmes (version équivalents), on en déduit que :

On a de plus comme a > 1 :

+o00 1 1

k=n+1 E n;\«lkoo (Oé - 1)na—1 '

4. D’aprés le cours, pour tout « € R, pour tout z €] - 1,1[, on a :

+oo +00 n
ala-1)..(a= n+1) —1+Zi‘n(a—k+1)x
n=1 TV k=1

(1+z)*=1+)

n=1

n!



. 1
En considérant le cas «a = ~% on a pour tout n € N* :

) SE(Gee)

n! i nl

(=" 12[ (2k2— 1)

nl 4

NGV o (Y

nl2m 3
_ (1) TThaa (26 - 1) TTi-, (2K)
a2 I (2h)
(D) Ik
Conl2n IR k
DR En)! ((rEn)! 1 ey L
) == (n)él”

nl2n 2nn! nln! 2nn
Soit x €] - 1,1[. Comme —z €] - 1,1[, on a alors :
1 = 2n\ 1 =X (2n\ 1 =X (2n\ 1
=1+ -1)" —(-z)"=1+ —z" = —a",
i ety (n)zw( ™) Z( )M Z( )4”

n=1\ T n=0 \ 1

1 =R (2n\ 1
Pour tout x €| -1,1], = ( )—x”.
=LA = 7;) T

5. La suite (P(S,, = 04)1"),. .y = (P(Sy, = 04) ),y €St bornée puisque pour tout n € N, 0 <P(S,, = 04) < 1.

Ainsi, R| Y P(S, =04)z" | = sup{r e Ry, (P(S, = 04)r"), . est bornée} > 1.

n=0

De la méme fagon, on montre que R (Z P(R= n)x") > 1.

n20

’Les séries entiéres définissant F' et GG ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

Par le cours, on sait que la somme d’une série entiére est de classe > sur son intervalle ouvert de
convergence donc :

les fonctions F' et G sont définies et de classe € sur | -1,1][.

Comme R est a valeurs de N* U {+o0}, ona (R# +00) = | J(R=n)=|J(R=n) car (R=0) =g.
neN* neN
Comme les événements ((R =n)),ey sont deux a deux incompatibles, on en déduit par o-additivité

+o00
que la série Y P(R=n) converge et y P(R=n)=P(R# +00).
n20 n=0
On a ainsi établi que GG est bien définie en 1 et :

G(1) = P(R # +0).

Pour tout n € N, on note g, : © = P(R =n)z".

Pour tout n € N, g, est continue sur [-1,1] en tant que fonction polynomiale.

Pour tout n € N, pour tout = € [-1,1], |g.(z)| € P(R = n) donc 0 < |gu| 5" < P(R = n) (car

P(R =n) est un majorant de {|gn(2)|, z € [-1,1]} et [g.[5%"" en est le plus petit).

Comme la série ZP(Rzn) converge, on en déduit par comparaison par inégalité que la série
n20

2 g0l Lnl converge.

n20
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Ainsi, la série de fonctions ) g, converge normalement donc uniformément sur [-1,1].
n20

On en déduit que :

la fonction G est définie et continue sur [-1,1].

6. Soit k et n deux entiers naturels non nuls tels que k <n

Si k =n alors S, — S, est la variable constante égale & 04 donc S, — S, = Sy = S,,_r donc a fortiori,
Sn - Sk ~ Sn—k

On suppose désormais k < n.

n n—k
On a alors S,, — Si = Z X;et S, = Z X;.
i=k+1 i=1

Soit (e1,...,6n-x) € (Z4)"F.
Comme (X;);qy+ est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant chacune la loi de X a
valeurs dans Z%, on a :

P((Xy,. s Xnk)=(c1,--,6nk)) = HIP’(X-&,) H]P(X—EZ)— HIP’(XZ:&)

i=k+1

- P>(()(k+1,...,)(n) = (c1,e e Enk)).

Ainsi @ (X1,..., Xok) ~ (Xks1,---, Xpn) (cest-a-dire les vecteurs (Xi,..., X, 1) et (Xpi1,..., X5)
suivent la méme loi).

n-k
En utilisant la fonction f: (z1,...,2n5) € (Z4)" " > x; € Z%, on obtient que :
i=1
n-k n
f((Xl, . 7Xn—k) ~ f (Xk+17 A ,Xn) ¢’est-a-dire Z Xz ~ Z X,
i=1 i=k+1

On peut donc conclure que :

S = S~ S|
Remarquons qu’on a (R =k) c (S, =04) d’ou :

P((Sn =0a)n(R=Fk)) =P((S,-Sk = 0a)n(R=k)) (;)]P)(Sn_sk =04)P(R=k) =P(S,-1 = 04)P(R = k).

Pour justifier (x), montrons que les événements (.S, — Sy = 04) et (R = k) sont indépendants.
Si k=n alors (S, — Sy =04) =Q et P(S,, — Sk =04) =1 donc :

P((S, — S, = 04) N (R = k)) = P(R = k) = P(S, - Sy, = 0)P(R = k).

Supposons désormais k < n.

On remarque que (S, — Sk = 04) = (i X, :Od) et (R=kF)= (Zk:XZ = Od) (h (i i F Od))

avec la convention N = pour le cas k= 1. Ainsi :

jl]

1 2 k-1 k 1
U%:k):((Z;XEZ;X@.“,Z;ng;XJe(Zd\{Qﬁ)# x{qg).

Comme X1,..., Xy, Xpi1,...,X, sont indépendantes, par le lemme des coalitions, les variables aléa-
toires Z?:ku X; et (23:1 X, 23:1 D, CRU Zi:l X;, 25:1 XZ-) sont indépendantes.

On en déduit que les événements (R = k) et (S, — Sk = 04) sont indépendants.

Ainsi, on a établi :

P((Sn =0a) N (R=k)) =P(Spr = 0a)P(R = k).

Soit n € N*. On a pour tout k> n, (R=k)n (S, =04) =@ = (R = +00)N(S,, =0,) car si la marche aléa-
toire est en 0y a 'instant n, elle a bien effectué un retour en 04 et ceci, strictement avant l'instant k.
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La famille ((R = k))keN*U{m} est un systéme complet d’événements donc par la formule des proba-
bilités totales, on a :

P(S,, = 0,) =]P>((R:+oo)m(5n:Od))+’§P((R:k)m(Sn:Od)) :0+§:11P’((R:k)m(5n:0d)).

Avec I'égalité précédente, on en déduit que :

Vn e N*, P(Sn = Od) = Z ]P(R = k?)]P(Sn_k = Od)
k=1

7. Par produit de Cauchy de séries entiéres de rayon 1, on a :

Veel-L1[, F(2)G(z)= 3 (i P(R = k)P(S, s - od)) .

n=0 \ k=0

0

Pour n=0, on a Y P(R = k)P(S,- = 04) = P(R = 0)P(Sp=04) =0x 1 =0.
k=0

Pour n € N*, d’apreés la question précédente, on a

S P(R = k)P(S,s = 04) = P(R = 0)B(S, = 0g) + P(S, = 0) = P(S, = 0,).
Ainsi :
Vo el-L1[, F(2)G(x) = 3 B(Sy = 00)a" = ~B(So = 02) + 3 B(S, = 0a)a" = 1 + F(x).

n=1 n=0

On a donc :

Vee]l-1,1[, F(z) =1+ F(x2)G(x).

1
On a donc pour tout z €] -1,1[, F(z)(1-G(z))=1donc 1 -G(z)#0 et F(x) = 1-G)
-G(x
Selon la question 5, comme G est continue en 1, on a :
lir{{ G(x)=G(1) = P(R # +00).
Si P(R # +00) =1 alors lir{l_(l —G(x)) = 0" car on a de plus pour tout x €[0,1] :
+o00 too
G(z)=) P(R=n)z"<) P(R=n)=G(1)=1
n=0 n=0
(par croissance de la somme, séries toutes convergentes).
On en déduit que lir{{ F(z) = +o0.
1
Si P(R # +00) # 1 alors 1 - G(x) — 1-P(R# +00) >0 donc leI?_F(x) = [ P(R7ro0)
1
Si P(R # +00) =1 alors xlg{{ F(x)=+00 et si P(R# +00) # 1 alors Q}Lnlq F(x) = [ _P(R7+00)

8. Soit A € R*. Comme la série & termes positifs Z ¢ diverge, la suite de ses sommes partielles diverge

n
vers +oo. Ainsi, il existe IV € N tel que pour tout n > N, Z 2 A+ 1.

li=0
N

Comme la fonction polynomiale ¢ : x Z " est continue en 1, il existe a €]0, 1] tel que pour tout
k=0

12



vell—a 1, p(2) 2 (1) - 52 A+ 5> A,
Comme tous les termes sont positifs (et série convergente), on a aussi pour tout z €]1 — o, 1] :

+00 N
Z cpz® > Z x> A.
k=0

k=0
+00
On a donc établi qu’il existe a €]0, 1] tel que pour tout x €]1 — o, 1[, Z cpxt > A.
k=0
Ainsi :
+00 i
li = .
lim ;;CW +00

9. » On suppose que ZP(Sn =04) est divergente.

La série Y P(S, =04)1" étant divergente, le rayon de convergence de la série entiére Y P(S, = 04)z"
est inférieur ou égal & 1 donc avec la question 5, on en déduit que cette série entiére a pour rayon de
convergence 1 et ses ccefficients sont tous positifs.

Par la question précédente, on en déduit que :

+o00
F(x) = Z P(Sk = Od)fﬂk ——1—> +00.
k=0 el
Ainsi, d’aprés la question 7, on a nécessairement P(R # +o00) = 1.
» On suppose que P(R # +00) = 1.

Par la question 7, on a donc F(x) — 7 +oo,

Or, par 'absurde, si la série ZIP’(Sn =0,4) était convergente, on pourrait montrer, comme on ’a fait
pour G a la question 5, que F serait continue sur [-1,1] donc en particulier, F' aurait une limite finie
en 1, absurde.

Donc la série Y P(S, =04) est divergente.

On a donc établi ’équivalence :

Y P(S, = 04) est divergente si et seulement si P(R # +00) = 1.

10. Soit i € N*. ’événement (R > i) est I’événement « la marche aléatoire ne retourne pas en 04 entre
les instants 1 et 7 ».
On a donc :

(R>Z) = ﬁ(Skthd) = (Xl #Od)m(X1+X2 iod)ﬂ-"ﬂ(i:inod).
k=1 k=1

Par ailleurs, (Y; = 1) est ’événement « la marche aléatoire ne retourne pas a l'instant i en un endroit
déja visité auparavant ».
On a donc :

i—1 -1 7
(Y; = 1) = m(SZ * Sk) = m(Sl - Sk * Od) = (Xz * Od) N (XVZ +XZ'_1 * Od) NN (ZXk * Od)
k=0 k=0 k=1

On montre comme a la question 6 que les vecteurs aléatoires (X, Xo,..., X;) et (X, Xiq,...,X1)
suivent la méme loi (car les variables X7, ..., X; suivent toutes la méme loi que X et sont indépen-

dantes) donc en utilisant la fonction f: (z1,...,2;) € (Zd)i > (931,3:1 +372>"'>Z;:137k) € (Zd)i, on
obtient que f(Xb XQ, c ,Xl) ~ f(XiaXi—h e ,Xl).
On en déduit que :

P(R>1) = P(f(Xl,XQ, LX) e (24N {od})i) = P(f(X5, Xia,o, Xa) € (278 {od})i) = P(Y;=1).

Pour tout 1 e N*, P(Y;=1)=P(R>1).
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n
Par récurrence, on obtient que pour tout n e N* : N, =1+ ZYi'
i=1

Par linéarité de lespérance (toutes les variables en jeu ne prennent qu'un nombre fini de valeurs
réelles donc sont d’espérance finie), on obtient que pour tout n € N* :

B(N,) =1+ Y. BE(Y) =1+ Y P(R>i)

i=1

car pour tout ¢ € N*, Y} suit une loi de Bernoulli de paramétre P(R > 1).

Pour tout n e N*, E(N,) =1+ Y P(R>1).

i=1

11. On remarque que ((R > 1)), est une suite d’événements décroissante pour 'inclusion.
Ainsi, par la propriété de continuité décroissante, on a :

Or, d’aprés la question précédente, on a : Vn € N*,

P(R>i)mp(ﬂ(}%>j))=]P>(R=+oo).

A laide du théoréme de Cesaro, on peut conclure que :

jeN*
E(N,) 12 .
=—> P(R .
- nizzo (R>1)
lim E(N.) _ P(R = +00).
n—+oo n

12. Pour tout i € N*, on note Y; = 1% de sorte que Y; ~ B(p).

Soit m € N*. Comme les variables Xi,...,X,, sont indépendantes, les variables Y7, ..

2

., Y, le sont

m
également et on sait alors que la variable T, = ZY} suit la loi bindomiale de paramétres m et p.

i=1

m 1
Par somme, on a T}, = — + §Sm.

Soit n € N. En utilisant ce qui précéde avec m = 2n + 1, on obtient :

1
P(Sons1=0) =P(Tope1 =n + 5) =0

car Ty,,1 ne prend que des valeurs entiéres (puisque T5,,1(Q2) = [0,2n + 1]).
En utilisant ce qui précéde avec m = 2n pour n > 1, on obtient :

car Ty, ~ B(2n,p).

2n 2n
P(S20 = 0) =BT =) = () = (2 )orar

On remarque que 1’égalité est encore vraie pour n =0 car P(Sy=0) = 1.

¥n €N, P(Sa41 =0) =0 et P(Ss, = 0) = (") (pg)™

13. Soit x €] = 1,1[. On a, a I'aide de la question 12, en passant par les sommes partielles (toutes les
séries en jeu convergent) :

+0oo

F(x)=0+ Z]P’(Sgn =0)z*" = > (2:) (pqx2)n = Jrz::; (") (4pqx2)n.

4n

n=0

1
On a pg = p(1 - p). Or, le trindome du second degré ¢t — t(1 —t) atteint son maximum en 3 et ce

) 1
maximum vaut donc T
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On a donc 0 <4pq <1 et donc 0 <4pgx? < 2?2 < 1.

1
En utilisant la question 4, on en déduit que F'(z) = ———— # 0.

\/1-4pgx?

1
Par la question 7, on obtient G(z) =1- —— d’ou :

F(x)

pour tout z €] - 1,1[, G(x) =1 -+/1 — 4dpga?.

Par la question 5, la fonction G est continue en 1 et on a :
P(R+#+00)=G(1) = lir{{G(x):l— 1-4pg=1-+/1-4p+4p?>=1-/(1-2p)>?

donc P(R=+400)=1-P(R # +00) =|2p-1].
Or,p-q=p-(1-p)=2p-1dou:

P(R = +00) =|p—q|.

En utilisant la question 4, on a pour tout x €] —1,1] :

Vi-z= 1+Z—’0(1/2 Z)( 1)z ”—1+Z

oo 105120 - 1) too (2n 2)!
-1- L n_1_
2 g Zznl((n DD 2!

n=1

TL

2n-2
donc V1 - —1—2(”1)1‘”.

922n-1p)
Comme 4pgz? €] -1 1[ on a alors :

G(r) = 1-\/T~ dpga? = f—( DG, fj‘;“ D" o,

22n ln/ — n

Par unicité du développement en série entiére, on obtient la loi de R avec R(€) c N*uU {+o0} :

2(* 2)(pq)”

P(R=+00)=|p-gq|, VneN* P(R=2n-1)=0et P(R=2n) =

2 2n—-2
14. Comme p = ¢ =1/2, on a pour tout n € N*, P(R=2n) = %
n n
-2 -1 g1
Or d’apres la question 2, ( ) ~ ~ .
n-1/) /avn-1 m/n
On en déduit que :
1 1
P(R=2 )
( TL) oo 2\/—n\/— 2\/7_1'723/2

On remarque que P(R = +00) = |p—¢| =0 donc R est presque sirement & valeurs dans 2N*.
On a pour tout pe N :

P(R>2p)=IP(R>2p+1)=IP( U (R= 2k))= S P(R=2k)
k

—p+1 =p+1

par o-additivité car les événements (R = 2k) sont deux & deux incompatibles.
Ainsi, en utilisant la sommation des relations de comparaison dans le cas convergent (car 3 > 1) avec
des séries a termes positifs puis avec la question 3, on obtient quand p tend vers +oo :
P(R>2p)=P(R>2p+1) io ! L !
v P L o mR T B2 e Jap
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On a donc \/§(2p)1/21P>(R >2p) —— Let \/§(2p+ 2P (R>2p+1) —— 1 donc par propriété
p—+oo p—+o0

des suites extraites d’indices pairs et impairs, on obtient \/—;zl/QIP (R>i) —— 1 dou:

i—>+00

2
P(R>i) ~ \/_ .
i>+oo \/7?11/2
En utilisant de nouveau la question 3 et les sommations des relations de comparaison (cette fois-ci
dans le cas divergent car % < 1, les séries sont bien a termes positifs), on obtient :

n . \/§n1—1/2
;P(R>Z) n;;w —\/7_1'(1—1/2).

Comme /n — > +ooet E(N,) =1+ P(R>1) selon la question 10, on en déduit 'équivalent :
notee i=1

2V2n
n—+oo ﬁ ’

E(Nn)

15. On considére la série entiére Z P (R > k) z*. On montre comme & la question 5 qu’elle a un rayon
k>0
de convergence supérieur ou égal a 1 et on note H sa somme.

Ona:
_ k
VkeN, (R>k)=(R<k)={J(R=1i) (événements deux a deux incompatibles).

=0

On en déduit que pour tout = €] — 1,1 (toutes les séries en jeu convergent) :

oo +oo +oo [k X
H(@=I§xk—’§P<R<k>m’“:ﬁ—kZo(;P(Rﬂ))“f’“: e

par produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayons de convergence supérieurs ou égaux a 1.
En effectuant un nouveau produit de Cauchy puis en utilisant la question 7, on a pour tout x €]-1,1] :

F(x)-F(x)G(z) _ 1 =

z".
0

1-z 1—x:n

3 (i P(Sy = 04)P(R > - k;)) v = F(2)H (z) =

n=0 \k=0

Par unicité du développement en série entiére au voisinage de 0, on obtient pour tout n € N* :

1= ZH:HD(Sk = Od)]P)(R >n - k)

k=0

20\ \ 2
16. Pour n =0, on a (S0 =02) = (Sp =03) = et on a bien ((4%)) =1=P(Q).

On suppose désormais que n > 1.
On note e; = (1,0) et ey = (0,1) et

2n
A= {(81, e 75271) € {61,—61,62,—62}, Ze’fj = 02} .
7=0

On a alors :

(San = 0y) = @Xi:o) U (X1, Xan) = A).

AeA
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Comme il s’agit d’une réunion d’événements 2 a 2 incompatibles, on a donc :

P(SQHZOQ): ZP((X17---7X271):)\): Z P((Xl:El)ﬁ"'ﬂ(Xanggn)).
AeA (81,...75271)6/\

Par indépendance mutuelle des X; qui suivent toutes la méme loi que X, on obtient :

PSm=0)= ¥ [[P(X-2)- T (}L)%:mp(i)zn,

(e1,-.€2n)eN i=1 (e1,-.€2n)eA

ou |A| désigne le cardinal de ’ensemble A.
Pour k € [0,n], on note Ay = {(e1,...,62,) € A, card ({i € [1,2n], ;= e1}) = k} de sorte que l'on ait

I’'union disjointe
n

n
A= UAk plliS |A| = Z |Ak| .

k=0 k=0
Soit k € [0,n]. On va dénombrer les éléments de Ay.
Pour caractériser un élément de cet ensemble, on commence par choisir les positions des e;, puis des
—e; et enfin des ey ; les places restantes seront attribuées aux —es.
Parmi les places dévolues aux ey, on choisit les k& positions des e;, on en trouve (2;‘) possibles.
Parmi les places dévolues aux —ey, il y en a nécessairement k également pour que la somme soit nulle,
on en trouve (2";“) possibles.
Il reste alors 2n — 2k places a attribuer a parts égales aux ey et —es.
Il y a donc (QZ:ik) possibilités pour les e,.
Alinsi, par principe multiplicatif :

= () O - e i et o ()< ()
donc en utilisant la question 1 :
w=COE) -6

s (G)

donc on en déduit que :

Ainsi :

n

Jn

Par la question 2, on a (2:) ~

1
P(Szn = 02) ~ ——

n—+oo 7,
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